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Part I
Introduccio´
1

Cap´ıtol 1
Introduccio´
Un dels camps de la robo`tica que estan despertant me´s intere`s per part de la comunitat cient´ıﬁca
e´s el dels entorns multirobot. Aquest nom gene`ric inclou diferents tipus de sistemes amb
caracter´ıstiques i problema`tiques forc¸a diferenciades. En aquest treball s’utilitzara` aquest terme
per fer refere`ncia a cel·les robotitzades que estan composades per me´s d’un robot treballant
coordinadament, ente`s el terme robot com brac¸ articulat.
Els entorns multirobot poden oferir unes prestacions que permeten millorar les funcionalitats
de les cel·les robotitzades, pero`, en contrapartida, introdueixen una problema`tica que diﬁculta
la seva implantacio´. En aquesta tesi es desenvoluparan algorismes i me`todes que permeten
abordar una part d’aquesta problema`tica.
1.1 Motivacio´ i problema`tica
Els sistemes multi-robot presenten un gran nombre d’avantatges en front dels sistemes mono-
robot. Aquests avantatges es poden agrupar en tres grans grups:
• Millora de les prestacions de les cel·les de produccio´. El fet de tenir diferents elements actius
dins la cel·la de produccio´ introdueix les segu¨ents millores:
– Augment de la ﬂexibilitat.
En els sistemes industrials s’esta` duent a terme un gran esforc¸ per tal de millorar la
ﬂexibilitat de les cel·les de fabricacio´ amb l’objectiu de reduir costs en la produccio´
de se`ries curtes que no justiﬁquen el desenvolupament de ma`quines especialitzades.
Una de les solucions me´s prometedores a la exige`ncia de la ﬂexibilitat e´s la utilitzacio´
d’entorns multi-robot. Aquest tipus d’entorns so´n especialment ﬂexibles a causa
de l’existe`ncia de diferents elements programables el que permet reconﬁgurar el
funcionament de l’entorn per tal de realitzar una gran varietat de tasques.
Aquesta gran ﬂexibilitat obre la possibilitat d’implementar algorismes de recuperacio´
enfront d’errors (Error Recovery) que facin que la cel·la pugui reaccionar enfront
de possibles errors o avaries en algun dels seus components, permetent que
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aquesta continu¨ı funcionant (Fault Tolerance) [Smith and Gini, 1986]. Amb aixo`
s’aconseguira` que les pe`rdues de produccio´ siguin mı´nimes i no s’aturi la cadena.
– Augment de la productivitat.
El fet de tenir diferents elements actius dins d’un mateix a`mbit fa que la realitzacio´
de moltes tasques sigui me´s ra`pida que en el cas de disposar d’un sol element actiu
[Jing, 1994], inclu´s en algun tipus de tasques les cel·les multi-robot so´n me´s eﬁcients
que va`ries cel·les mono-robot treballant en paral·lel degut a la coordinacio´. Aixo` fa
que la productivitat de les cel·les multirobot sigui en molts casos me´s elevada.
– Realitzacio´ de Tasques me´s Complexes.
Gra`cies a la interaccio´ entre els diferents brac¸os es produeix un augment en la destresa
de l’entorn, cosa que permet realitzar tasques d’acoblament complexes, moltes de les
quals no so´n directament realitzables en entorns mono-robot.
• Millora de les Caracter´ıstiques Te`cniques de l’Entorn.
La manipulacio´ simulta`nia d’un objecte per me´s d’un robot fa que augmentin les
prestacions de l’entorn:
– Augment de l’Espai de Treball.
Des del punt de vista de l’espai de treball, el fet de tenir varis robots amb a`rea de
treball solapada produeix un increment de l’a`rea de treball total amb el consequ¨ent
increment de l’accessibilitat i la possibilitat de comunicacio´ amb d’altres elements
de la cel·la, com alimentadors, cintes transportadores, pulmons, etc ..., de manera
me´s ra`pida i sense la necessitat de nous elements d’enllac¸.
– Augment de la Capacitat de Ca`rrega.
La manipulacio´ d’objectes per me´s d’un robot permet treballar amb objectes me´s
pesants, cosa de gran intere`s en a`mbits com la construccio´ i les aplicacions espacials
o subaqua`tiques i el muntatge de vaixells o avions.
– Manipulacio´ d’Objectes Conﬂictius.
La manipulacio´ d’un objecte simulta`niament per diferents robots fa que hi hagi un
major control sobre l’objecte manipulat. Aixo`, e´s especialment interessant en la
manipulacio´ d’objectes de gran tamany i d’objectes ﬂexibles, ja que aquest tipus
d’objectes so´n dif´ıcilment manipulables per un sol robot. De manera similar el
fet de tenir diferents punts de contacte permet manipular objectes no agafadissos
(non-grippable objects). Aquest tipus d’objectes no so´n manipulables en entorns
convencionals si no s’utilitzen te`cniques especials, com la magnetitzacio´ o el buit
(succio´).
• Especialitzacio´ dels components de l’entorn.
Els avantatges esmentats ﬁns ara es presenten en entorns on els diferents robots de l’entorn
tenen habilitats semblants. Pero` tambe´ hi ha entorns multi-robot on cada robot te´ unes
caracter´ıstiques pro`pies, e´s a dir cada robot esta` especialitzat en la realitzacio´ d’una
se`rie de tasques concretes. Aixo` permet que l’entorn tingui unes prestacions molt millors
de les que tindria un sol robot. Dos casos d’aquest tipus d’entorns so´n el sensat actiu
[Zhe et al., 1991], on un robot realitza una certa tasca de manipulacio´ amb el suport d’un
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altre robot que realitza tasques de sensat, o en la manipulacio´ conjunta especilitzada
on per exemple un po`rtic i un robot treballen conjuntament per tal d’obtenir una bona
precisio´ amb gran capacitat de ca`rrega [Osumi and Arai, 1994].
Tot els avantatges presentats concorden amb la constatacio´ que la majoria d’animals disposen de
diferents extremitats que utilitzen simulta`niament en la realitzacio´ de les me´s diverses tasques.
Aquesta similitud amb el mo´n animal ha guiat sovint la recerca en aquest camp.
Els temes d’estudi cla`ssics en els sistemes robotitzats s’extenen tambe´ als entorns multi-robot,
encara que moltes de les solucions proposades per entorns mono-robot han d’e´sser modiﬁcades
per poder e´sser aplicades en entorns multi-robot. La existe`ncia de diferents robots dins l’entorn
introdueix la necessitat de coordinar les seves accions, aquesta coordinacio´ esta` present en els
diferent a`mbits del sistema multirobot.
Seguidament es fa un breu comentari de com inﬂueix en cadascun d’aquests temes el fet de que
una cel·la estigui formada per me´s d’un robot [Costa Castello´ et al., 1995].
• Control de Moviments [Asada and Slotine, 1986].
El problema afegit en aquest cas e´s l’ana`lisi i control de les cadenes cinema`tiques tancades
formades quan diferents robots actuen conjuntament sobre un mateix objecte. Aquesta
interaccio´ a trave´s de l’objecte manipulat introdueix modiﬁcacions substancials en els
comportaments i especiﬁcacions dels sistemes.
Una de les especiﬁcacions que s’introdueixen i que no apareix en la manipulacio´ monorobot
e´s la necessitat de mantenir sota control les forces que actuen sobre l’objecte manipulat
degudes a la interaccio´ amb els diferents robots.
• Llenguatges de Programacio´ [Lozano-Pe´rez, 1983].
Per a que la comunicacio´ amb el robot sigui el me´s simple possible e´s necessari disposar
de llenguatges que ens permetin comunicar-nos amb el robot de manera ra`pida y senzilla.
Per tal que aquest tipus de llenguatges siguin possibles, fa falta disposar d’algorismes
que realitzin tasques com la planiﬁcacio´ de trajecto`ries i algorismes de descomposicio´ i
sequ¨enciacio´ de tasques.
A me´s d’aquests mecanismes, els llenguatges per treballar amb sistemes multirobot hauran
d’introduir entre d’altres sente`ncies per especiﬁcar accions conjuntes i accions en paral·lel
entre d’altres.
– Planiﬁcacio´ de trajecto`ries [Latombe, 1991].
Una de les principals diﬁcultats afegides degut al fet de tenir varis robots dins
l’entorn, e´s l’elevat nombre de graus de llibertat amb que` s’ha de treballar.
En la planiﬁcacio´ de trajecto`ries en sistemes multi-robot, cal distingir dos problemes.
Un primer e´s la planiﬁcacio´ de moviments de robots que comparteixen a`rea de treball
[Alison and Gilmartin, 1994] i un segon que e´s la planiﬁcacio´ de moviments quan
diferents robots formen una cadena cinema`tica tancada [Koga, 1994].
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– Algorismes de Descomposicio´ i Assignacio´ de Tasques.
Per tal de facilitar la programacio´ de les cel·les de produccio´, e´s necessari que
les tasques a realitzar es puguin especiﬁcar al me´s alt nivell possible. Perque`
aixo` sigui possible e´s imprescindible disposar d’algorismes que a partir d’aquestes
especiﬁcacions generen el conjunt de tasques prima`ries que ha d’anar realitzant cada
robot. Aquests, han de tenir en compte l’existe`ncia i caracter´ıstiques dels diferents
robots per tal d’obtenir el ma`xim rendiment dels recursos disponibles.
• Disseny d’entorns robotitzats.
Els criteris seguits habitualment per dissenyar cel·les robotitzades no solen tenir en compte
la possible existe`ncia de me´s d’un robot en la cel·la, per tant sera` necessari disposar de
criteris que contemplin aquest fet. En concret s’ha d’optimitzar la relacio´ entre l’espai de
treball comu´ i els riscs de col·lisions.
A me´s a me´s en les cel·les en que es pretengui realitzar manipulacio´ conjunta sera` necessari
tenir en compte que l’espai de treball conjunt e´s inferior al individual, i per tant sera` cr´ıtic
estudiar en detall les ubicacions relatives dels diferents robots.
• Simulacio´ d’entorns robotitzats.
Donada la complexitat d’aquests entorns sera` fonamental disposar d’eines que contemplin
l’existe`ncia de distints robots, tant a nivell de les dina`miques com a nivell de les tasques.
La interaccio´ existent entre els diferents elements fa que els algorismes necessaris siguin
me´s complexos que pel cas mono-robot.
La problema`tica i les principals l´ınies de recerca en sistemes multirobot foren analitzades en
el Workshop on Coordinated Multiple Robot Manipulators: Planning, Control and Applications
celebrat a San Diego del 7 al 9 de Gener de 1987 [Koivo and Bekey, 1988], on es reuniren les
principals autoritats en el tema per tal de determinar les l´ınies de recerca futures dins el camp
dels entorns multi-robot. Algunes d’aquestes l´ınies so´n les que han seguit els investigadors
durant els darrers anys i dins aquestes l´ınies s’emmarca el treball que aqu´ı es presenta.
1.2 Objectius de la tesi
El treball que es presenta es centra en l’estudi del sistemes multirobot en els que hi ha
manipulacio´ conjunta d’objectes r´ıgides amb prensio´ tambe´ r´ıgida. Dins aquesta a`rea els
objectius que s’han plantejat s’agrupen en dues grans tema`tiques. Una primera d’estudi de
la cinema`tica, i una segona encarada a l’estudi del comportament dina`mic i desenvolupament
d’algorismes de control que facin possible la manipulacio´ conjunta.
1.2.1 Cinema`tica
Quan diferents robots manipulen conjuntament un mateix objecte s’estableixen un lligams
cinema`tics que modiﬁquen les caracter´ıstiques dels diferents robots implicats. En aquest
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treball es prete´n caracteritzar la cinema`tica del sistema multirobot a partir de les cinema`tiques
individuals, la posicio´ relativa de les seves bases, i les caracter´ıstiques de la conﬁguracio´ de
prensio´. Aquest tipus de caracteritzacio´ ha d’ajudar a entendre les caracter´ıstiques del sistema
complet, cosa fonamental per poder dissenyar de forma correcta les cel·les multirobot.
En primer lloc, s’estendran els principals conceptes de la cinema`tica dels robots al cas de
sistemes multirobot. Aixo` es fara` seguint un paral·lelisme amb les deﬁnicions tradicionals dels
robots i procurant analitzar la relacio´ entre el comportament individual de cadascun dels robots
que formen el sistema i el sistema complet.
Dins de la cinema`tica es prete´n estudiar principalment dues qu¨estions. Per un canto´
s’estudiaran les caracter´ıstiques de les mesures de manipulabilitat d’aquest sistemes i per l’altre
es caracteritzara` l’espai de treball del sistema multirobot.
Les mesures de manipulabilitat so´n una mesura de les prestacions cinema`tiques que ofereix
un mecanisme, i ﬁns la data s’han proposat diferents mesures de manipulabilitat per cadenes
cinema`tiques tancades. En aquest treball es revisaran aquestes mesures, i s’expressaran en
una notacio´ homoge`nia que permeti comparar-les. Un cop realitzat aquest estudi s’analitzara`
l’intere`s de les diferents mesures en el cas del sistemes multirobot, i en cas que no siguin
adequades es realitzara` una proposta de mesura de manipulabilitat per aquest tipus de sistemes.
L’espai de treball del sistema complet pateix unes deformacions bastant grans respecte els
espais de treball individuals, i depe`n fortament de les posicions relatives de les bases i les
caracter´ıstiques de les conﬁguracio´ de prensio´. El que s’intentara` e´s caracteritzar aquestes
depende`ncies amb l’objectiu d’entendre l’estructura i la forma de l’espai de treball del sistema
complet i, com consequ¨e`ncia, dissenyar de forma o`ptima les cel·les multirobot.
1.2.2 Dina`mica i control
En els entorns multirobot com els estudiats aqu´ı hi ha diferents robots que manipulen
simulta`niament la mateixa pec¸a. Per tant e´s necessari establir una coordinacio´ entre tots ells,
tant a nivell cinema`tica com a nivell dina`mic. Qualsevol desincronitzacio´ o error en el modelat
introduira` tensions sobre l’objecte manipulat, que poden arribar a deformar-lo o trencar-lo.
Aquest tipus de feno`mens es materialitzen en la aparicio´ de forces internes. Per tant, dins
del control de sistemes multirobot, a me´s del tradicional control de posicio´, un dels objectius
primordials sera` el control de les forces internes. Aquest darrer objectiu sera` estudiat en aquesta
tesi, i es plantejeran diferents esquemes que permetin assolir-lo.
El fet que el comportament dels diferents robots estiguin acoblat a trave´s de l’objecte manipulat
fa que el comportament del sistema complet resulti bastant complex i amb caracter´ıstiques
pro`pies. El comportament de cadascun dels robots es pot modelar a trave´s d’un conjunt
d’equacions diferencials, pero` la manipulacio´ conjunta introdueix un conjunt de restriccions
sobre la evolucio´ de les trajecto`ries d’aquestes equacions diferencials. Habitualment, es
seleccionen un conjunt de variables que representen el comportament total i, posteriorment,
es determina el conjunt d’equacions diferencials que representen el comportament total del
sistema en funcio´ d’aquestes noves variables. Aquesta aproximacio´ diﬁculta la interpretacio´
f´ısica del sistema, a me´s d’amagar feno`mens com les forces internes. Per aquest motiu en
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aquesta tesi el sistema complet es modelara` a trave´s de les equacions diferencials que representen
el comportament de cadascun dels robots i del conjunt de restriccions que actuen sobre el
sistema. Aquest enfoc permetra` visualitzar i interpretar adequadament feno`mens com les forces
internes. Donat que el sistema complet estara` format per equacions diferencials i equacions
algebraiques no sera` possible emprar les eines de simulacio´ tradicionals i, per aquest motiu,
es proposaran eines i me`todes per poder simular el comportament del sistema a partir de la
formulacio´ proposada.
De forma similar, els esquemes de control tradicional no estan pensats per sistemes amb
restriccions algebraiques i, per aquest motiu, s’estudiara` el procediment de disseny de sistemes
de control per aquest tipus de sistemes.
Dins el mo´n industrial, els robots incorporen controladors de posicio´, i la manipulacio´ multirobot
amb aquest tipus de robot presentara` unes caracter´ıstiques diferents a les analitzades en el
punt anterior. En aquest tipus d’entorn s’introdueixen sensors de forc¸a que permeten obtenir
informacio´ sobre les forces internes que actuen sobre el sistema, i a partir d’aquesta informacio´,
s’aplica un llac¸ de control que actua per sobre del control de posicio´ amb l’objectiu de limitar
les forces internes.
Tradicionalment, el control de forc¸a en sistemes que presenten un control de posicio´ s’ha realitzat
a trave´s de dues estrate`gies: control h´ıbrid i control d’impeda`ncia. En aquesta tesi s’estudiara`
la aplicabilitat d’aquestes dues estrate`gies al cas de la manipulacio´ multirobot.
1.3 Estructura de la Tesi
El contingut de la tesi esta` distribu¨ıt en dues parts d’acord amb el objectius plantejats. En la
primera s’analitzen en detall els aspectes cinema`tics dels sistemes multirobot, mentre que en la
segona es presenten els temes relacionats amb els aspectes de dina`mica y control. Finalment
es presenten les conclusions i els possibles treballs futurs. Tenint en compte aixo` la estructura
que presenta la tesi e´s la segu¨ent:
• Introduccio´
– Cap´ıtol 1: Introduccio´
En aquest cap´ıtol es presenten les motivacions que han impulsat el desenvolupament
d’aquesta, i els objectius plantejats.
• Cinema`tica
– Cap´ıtol 2: Cinema`tica dels sistemes multi-robot
En aquest cap´ıtol es presenta la extensio´ dels principals conceptes de la cinema`tica
al cas dels sistemes multi-robot. Amb especial atencio´ s’estudien les diferents
deﬁnicions de les mesures de manipulabilitat i es presenten en una notacio´ uniforme
que permet comparar-les entre si. A partir de les mesures existents es realitza una
proposta de nova mesura coherent amb les me`triques de les diferents varietats de
treball.
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– Cap´ıtol 3: Espai de treball d’un sistema multirobot
En aquest cap´ıtol s’estudia en detall l’estructura de l’espai de treball dels sistemes
multirobot i es presenta una nova metodologia per la construccio´ de l’espai de treball
del sistema multirobot a partir dels espai de treball individuals.
– Cap´ıtol 4: Aplicacio´ a robots tipus SCARA
En aquest cap´ıtol s’estudia en detall les caracter´ıstiques de les cel·les multirobot
composades per robot tipus SCARA.
– Cap´ıtol 5: Aplicacio´ a robots tipus PUMA
En aquest cap´ıtol s’estudia en detall les caracter´ıstiques de les cel·les multirobot
composades per robot tipus PUMA.
• Dina`mica i Control
– Cap´ıtol 6: Sistemes Meca`nics amb restriccions holo`nomes
En aquest cap´ıtol s’estudia el comportament dina`mic del sistemes robo`tics amb
restriccions holo`nomes, fa seguint una formulacio´ en forma de Equacions Algebraic
Diferencials (DAE) i es presenten qu¨estions relacionades amb la integracio´ nume`rica
i el control d’aquest tipus de sistemes.
– Cap´ıtol 7: Identiﬁcacio´ i control de forces internes
En aquest cap´ıtol es presenta una caracteritzacio´ experimental de les forces internes
que apareixen quan varis robots amb control de posicio´ manipulen conjuntament un
mateix objecte.
A partir dels models obtinguts es desenvolupen controladors, seguint una estrate`gia
de control h´ıbrid que permeten regular aquestes forces. Es presenta la formulacio´
teo`rica i una validacio´ experimental dels resultats obtinguts.
– Cap´ıtol 8: Comportament d’impeda`ncia
En aquest cap´ıtol es presenta una formulacio´ del comportament d’impeda`ncia que
e´s coherent amb l’estructura topolo`gica de l’espai de treball.
La formulacio´ teo`rica s’acompanya d’un estudi de la viabilitat de la seva
implementacio´ en robots amb control de posicio´, i es validen experimentalment els
resultats obtinguts.
• Comentaris Finals
– Cap´ıtol 9: Conclusions i treballs futurs
En aquest cap´ıtol es revisen els diferents resultats obtinguts, i es comenten les
diferents l´ınies de recerca que s’han obert durant el desenvolupament d’aquest treball.
• Ape`ndixs
– Ape`ndix A: Cinema`tica dels robots
En aquest ape`ndix es presenten els recullen conceptes de la cinema`tica de robots,
emprant la mateixa notacio´ utilitzada en la resta de la tesi.
– Ape`ndix B : Sistemes diferencial algebraics (DAE)
En aquest ape`ndix es presenta una introduccio´ als sistemes d’equacions diferencials
amb restriccions algebraiques.
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Part II
Cinema`tica
11

Cap´ıtol 2
Cinema`tica dels sistemes multi-robot
En aquest cap´ıtol es presenta una formulacio´ de la cinema`tica pels sistemes robo`tics amb
restriccions holo`nomes i, en particular, dels sistemes multirobot amb prensio´ r´ıgida d’objectes
r´ıgids, basada en les eines de la geometria diferencials. La formulacio´ proposada permet estendre
de forma natural els conceptes cinema`tics dels robots individuals recollits en l’ape`ndix A. A
me´s d’aquesta formulacio´, es realitza una revisio´ exhaustiva de les me`triques aplicables, i de les
mesures de manipulabilitat incloent una reescriptura de les mateixes en termes de la formulacio´
proposada. Finalment es realitza una proposta de nova mesura de manipulabilitat.
2.1 Sistemes robotics amb restriccions holo`nomes
{W}
{T i}
{Bi}
TBiW
Kin (θ)
φ (g)
Figura 2.1: Robot amb l’element terminal restringit a una corba.
Les restriccions holo`nomes so´n restriccions que actuen sobre la varietat, reduint el seu tamany.
El conjunt de punts que pertanyen a la varietat inicial i a me´s compleixen les restriccions formen
una nova varietat. Aquesta varietat te´ un espai tangent diferent del de la varietat inicial, i per
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TφCKin  TOφ
φCKin
 Kinφ Oφ

Figura 2.2: Aplicacio´ cinema`tica en sistemes robotics amb restriccions.
TOφ  TO ﬀTKin TC ﬀ TφCKin
Oφ
 φ (x) = 0 O

ﬀ Kin C

ﬀ φ (Kin (θ)) = 0 φCKin

o


−1

γ  x
ρ−1

ρ

ﬀ κ θ
χ−1

χ

ﬀ λ ζ
ψ−1

ψ

Figura 2.3: Diagrama de les diferents varietats i aplicacions existents.
tant totes les caracter´ıstiques relacionades com la dimensio´ i la me`trica es veuran directament
afectades.
Un exemple d’aquest tipus de situacio´ e´s el moviment de l’element terminal d’un robot que esta`
restringit a moure’s sobre una corba o superf´ıcie en l’espai (Figura 2.1). La superf´ıcie o corba
es pot deﬁnir mitjanc¸ant una equacio´ de la forma:
φ : O → Rm
x → y
els sobre la corba ( φ (x) = 0) formen una varietat diferencial Oφ.
Una de les principals difere`ncies entre el sistemes amb restriccions i els sistemes habituals e´s que
l’espai de conﬁguracions deixa d’e´sser un espai pla i esdeve´ una varietat impl´ıcita sumergida
(embedded), φCKin , en una varietat plana de dimensio´ me´s gran, C.
La varietat inicial correspon a l’espai de conﬁguracions del robot C, mentre que l’espai de
conﬁguracions tenint en compte les restriccions φCKin queda deﬁnida a trave´s de l’equacio´
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{W}
{O}
{Ti}
{Bi}
Oi
TOW
Bi
Kini (θi)
{
Tj
}
{
Bj
}
Oj
Bj
Kinj (θj)
Figura 2.4: Esquema d’un sistema multirobot amb manipulacio´ conjunta .
impl´ıcita:
φ (Kin (θ)) = 0 (2.1)
Una de les principals diﬁcultats en el moment d’estudiar la varietat sera` la seleccio´ d’un conjunt
de coordenades locals (ζ). Habitualment aquestes no seran globals i sera` necessari estudiar el
seu a`mbit de validesa.
En aquest context e´s possible deﬁnir una aplicacio´ entre l’espai de conﬁguracions restringit
(φCKin) i l’espai de treball del sistema amb restriccions (Oφ). Aquesta aplicacio´ sera` la cinema`tica
del sistema a estudiar (Figura 2.2).
Finalment en la ﬁgura 2.3 es presenta un diagrama on apareixen totes les varietats diferencials
implicades en la deﬁnicio´, en aquest diagrama , ρ, χ i ψ so´n cartes locals, mentre que γ, κ
i λ so´n les aplicacions entre les diferents varietats diferencials expressades en les coordenades
locals seleccionades, aquestes coordenades es representen per o, x, θ i ζ respectivament.
2.2 Sistemes Multirobot amb restriccions holo`nomes
Els sistema multirobot en que hi ha manipulacio´ conjunta (Figura 2.4) es poden estudiar com
sistemes meca`nics amb restriccions, el tipus de restriccions depe`n del tipus de lligams cinema`tics
que hi ha entre entre l’objecte manipulat i els diferents robots implicats en la manipulacio´
[Luh and Zheng, 1987].
Aquest estudi es centrara` en els sistemes multirobot amb prensio´ r´ıgida, per la manipulacio´
d’objectes r´ıgids. En aquest tipus de sistemes la relacio´ entre els sistemes coordenats dels
elements terminals dels diferents robots
{
Tj
}
i un sistema de refere`ncia sobre l’objecte, {O},
es mante´ constant i es pot expressar a partir de la matriu de transformacio´ homoge`nia Oj.
Aquest tipus de relacio´ e´s expressable en forma de les r − 1 restriccions del tipus:
BiKini (θi)Oi = BjKinj (θj)Oj i, j = 1..r (2.2)
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on r e´s el nu´mero de robots que intervenen en la manipulacio´, Kinj correspon a la cinema`tica
del robot j, i Bj a la transformacio´ homoge`nia que relaciona un sistema coordenat sobre la
base del robot j amb un sistema de coordenades de mo´n {W} comu´ a tots els robots. Per
simplicitat, en aquest treball es seleccionara` un dels brac¸os que s’utilitzara` com a refere`ncia.
Aquest robot que s’anomenara` 0, servira` com a refere`ncia per deﬁnir els sistema coordenat de
mo´n i el de l’objecte. S’assumira`: B0 = Id i O0 = Id, i totes les restriccions (2.2) s’escriuran
de la forma:
Kin0 (θ0) = BjKinj (θr)Oj j = 1..r − 1 (2.3)
La equacio´ (2.3) es pot reescriure de la forma:
Id = Kin0 (θ0)−1 BjKinj (θj)Oj j = 1..r − 1 (2.4)
Aix´ı doncs, es pot concloure que cada relacio´ es pot interpretar com una restriccio´ de la forma:
Φj : SE (n)× SE (n)→ SE (n) j = 1..r − 1 (2.5)
on n = 2 pel cas del pla, i n = 3 pel cas 3D. Aquest conjunt de restriccions es poden escriure
com una u´nica restriccio´ de la forma:
Φ : SE (n)r → SE (n)r−1 (2.6)
on Φ  (Φ1, · · · ,Φr−1).
TOΦ  TOt ﬀ TCt ﬀ TΦCt
OΦ
 Φ (xt) = Id Ot

ﬀ Kin Ct

ﬀ Φ (Kint (θt)) = Id ΦCt

ot


−1

γ  xt
ρ−1

ρ

ﬀ κ θt
χ−1

χ

ﬀ λ ζt
ψ−1

ψ

Figura 2.5: Varietats i relacions entre elles existents en el sistema multirobot.
Per facilitar l’estudi del sistema multirobot s’aplicaran les segu¨ents deﬁnicions:
Ct  C0 × · · · × Cr−1 (2.7)
Ot  O0 × · · · × Or−1 (2.8)
En la ﬁgura 2.5 es presenta un diagrama amb la relacio´ entre totes les varietats implicades. La
varietat Ot correspon al conjunt de posicions dels elements terminals de cadascun dels robots.
Els seus elements es poden escriure de la forma:
xt  (x0, · · · ,xr−1)
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Ct
Regio´ 1
Regio´ 2
Regio´ 3
Figura 2.6: Exemple de la distribucio´ de Ct.
on xi correspon a la posicio´ i orientacio´ del sistema coordenat sobre l’element terminal del robot
i. De tots aquests elements u´nicament els que compleixen els lligams de prensio´ seran va`lids
per la manipulacio´ r´ıgida, i la projeccio´ d’aquests sobre SE (n) constituira` l’espai de treball de
la cadena cinema`tica tancada OΦ.
La varietat Ct correspon al producte cartesia` dels espais de conﬁguracions individuals. Els seus
elements es poden escriure de la forma
θt  (θ0, · · · ,θr−1)
on θi correspon a la conﬁguracio´ del robot i. Dins aquesta varietat hi haura` regions que
compliran la restriccio´ de la cadena cinema`tica tancada (Figura 2.6). Aquestes correspondran
al punts on sera` possible treballar, es a dir l’espai de conﬁguracions de la cadena cinema`tica
tancada ΦCt . Les fronteres d’aquestes regions estaran directament lligades a les singularitats
de la cadena cinema`tica tancada o als l´ımits meca`nics de les diferents articulacions.
En la ﬁgura 2.5, els s´ımbols ot, xt, θt i ζt representen coordenades locals de cadascuna de les
varietats, i , ρ, χ i ψ corresponen a les aplicacions que relacionen cada punt de la varietat amb
les seves coordenades locals. De forma similar γ, κ i λ corresponen a les aplicacions entre les
diferents varietats expressades en les coordenades locals indicades.
Com en el cas del sistemes robotics sense restriccions, la cinema`tica dels sistemes multirobot,
e´s una aplicacio´ entre l’espai de conﬁguracions restringit (ΦCt) i l’espai de treball de la cadena
cinema`tica (OΦ) (Figura 2.7).
La cinema`tica directa de les cadenes cinema`tiques tancades e´s una qu¨estio´ complexa, que
en molts casos no te´ solucio´ anal´ıtica [Merlet, 2000]. En el tipus de sistemes que aqu´ı
s’esta` estudiant e´s possible aproﬁtar el coneixement dels mateixos per determinar la forma
i caracter´ıstiques de la cinema`tica directa de la cadena cinema`tica tancada. En el cas en
que tots els robots tenen el mateix nombre de graus de llibertat que l’espai de treball e´s
possible seleccionar, com a coordenades locals, la conﬁguracio´ d’un dels manipuladors. Aquestes
coordenades seran va`lides sempre que cap del robots implicats estigui en una conﬁguracio´
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T Ct
Kin∗ TOΦ
ΦCt
 Kin  OΦ

Figura 2.7: Aplicacio´ cinema`tica sobre la varietat restringida.
singular, e´s a dir sempre que λ∗ sigui de rang complet. En el cas en que els manipuladors
tinguin me´s graus de llibertat que l’espai de treball sera` necessari, seleccionar unes cartes locals
adients.
2.3 Estudi de Velocitats
2.3.1 Descripcio´
Com en el cas de cadenes cinema`tiques obertes, la relacio´ de velocitats es pot expressar com la
relacio´ entre els espai tangents de ΦCt i OΦt . Aquesta relacio´ es pot obtenir a trave´s de l’estudi
de l’aplicacio´ Kin∗, deﬁnida entre els dos espais tangents.
En el cas de les cadenes cinema`tiques tancades, aquest estudi no e´s del tot complert, ja que
u´nicament recull la relacio´ de les velocitats de les coordenades locals amb la velocitat del punt de
refere`ncia. En molts casos sera` de gran intere`s poder estudiar les velocitats de les articulacions
de tots els robots i com es relacionen amb la velocitat de l’element de refere`ncia. Aquest estudi
es pot realitzar a trave´s de l’estudi de la aplicacio´ λ (Figura 2.5), que no e´s altra cosa que
l’equacio´ de la varietat en unes certes coordenades, la seva aplicacio´ tangent λ∗, i la cinema`tica
del sistema Kin∗ (Figura 2.7).
En aquest treball, s’assumira` que s’esta` treballant amb robots que tenen el mateix nombre de
graus de llibertat que l’espai de treball, i la conﬁguracio´ del robot de refere`ncia sera` utilitzada
com a carta local de la varietat ΦCt sempre que aixo` sigui possible.
Agafant com a coordenades locals la conﬁguracio´ del robot de refere`ncia la aplicacio´ tangent
de la cinema`tica, Kin∗, pren la forma:
v = Kin0∗ (θ0) θ˙0 (2.9)
on v correspon a la velocitat del sistema de refere`ncia sobre la cadena cinema`tica. Seleccionant
com a coordenades locals de Ct les conﬁguracions del diferents robots, la aplicacio´ tangent de
λ, λ∗ es pot escriure com un conjunt d’equacions de la forma:
Kin0∗ (θ0) θ˙0 = AdO−1j Kinj∗ (θj) θ˙j (2.10)
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Cal entendre aquestes igualtats com igualtats entre elements de se (n).
Aquest conjunt d’equacions es pot reagrupar en forma de sistema lineal de la forma:
−Id Kin0∗ (θ0) 0 . . . 0
0 Kin0∗ (θ0) AdO−11 Kin1∗ (θ1) . . . 0
0 Kin0∗ (θ0) 0 . . . 0
0 Kin0∗ (θ0) 0 . . . AdO−1r−1Kinr∗ (θr)


v
θ˙0
θ˙1
...
˙θr−1
 =

0
0
0
...
0
 (2.11)
En alguns casos sera` me´s u´til reescriure aquesta equacio´ de la forma:
−Id Kin0∗ (θ0) 0 . . . 0
−Id 0 AdO−11 Kin1∗ (θ1) . . . 0
−Id 0 0 . . . 0
−Id 0 0 . . . AdO−1r−1Kinr∗ (θr)


v
θ˙0
θ˙1
...
˙θr−1
 =

0
0
0
...
0
 (2.12)
Cal tenir en compte que aquest sistema esta` sobredeterminat, i que en el cas en que tots els
robots tinguin els mateixos graus de llibertat que la dimensio´ de l’espai de treball, i que cap
d’ells estigui en una conﬁguracio´ singular, el nucli de la matriu e´s de dimensio´ de 6 (per a
n=3) o 3 (per a n=2). Per tant hi haura` tot un espai vectorial de dimensio´ 6 (per a n=3)
o 3 (per a n=2) que sera` solucio´ del sistema. Aquesta solucio´ correspon als conjunt compost
per la velocitat del sistema de refere`ncia de la cadena cinema`tica tancada i les velocitats de les
articulacions de cadascun dels robots compatibles amb la velocitat del sistema de refere`ncia.
2.3.2 Singularitats
Una singularitat correspon a una conﬁguracio´ on el sistema de refere`ncia sobre la cadena
cinema`tica tancada perd algun grau de llibertat de moviment, i aixo` es reﬂexa en una
pe`rdua de rang de la aplicacio´ tangent de la cinema`tica. La principal difere`ncia entre l’espai
de conﬁguracions d’una cadena cinema`tica oberta i una de tancada e´s que el seu espai de
conﬁguracions be deﬁnit per una equacio´ impl´ıcita no lineal i per tant deixa d’e´sser pla. Aquest
fet fa que apareguin singularitats amb caracter´ıstiques diferents a les que es troben en les cadenes
cinema`tiques obertes [Park and Kim, 1999] [Gosselin and Angeles, 1990].
L’espai de conﬁguracions de les cadenes cinema`tiques tancades aqu´ı estudiades es pot expressar
amb una equacio´ impl´ıcita de la forma:
Φ (Kint (θt)) = 0 (2.13)
que juntament amb la cinema`tica del mecanisme es pot expressar de forma gene`rica:
F (x,θt) = 0 (2.14)
A partir d’aquesta expressio´ es possible determinar la equacio´ que han de complir els elements
de l’espai tangent:
∇xF · v +∇θtF · θ˙t = 0 (2.15)
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Aquesta nova equacio´ e´s equivalent a les equacions 2.11 i 2.12 obtingudes anteriorment.
Les conﬁguracions en que hi ha una pe`rdua de rang de ∇θtF corresponen a singularitats de la
cadena cinema`tica, i les conﬁguracions en que ∇xF perd rang corresponen a conﬁguracions en
les que el sistema de refere`ncia sobre la cadena cinema`tica tancada es pot moure mentre les
articulacions resten immo`bils. Finalment les conﬁguracions en que ∇θtF i ∇xF perden rang
simulta`niament corresponen conﬁguracions en les que el sistema de refere`ncia es pot moure
sense moure les articulacions o el moviment de les articulacions pot no generar moviment del
sistema de refere`ncia.
La equacio´ (2.15) es pot escriure en un format matricial similar al de l’equacio´ (2.12):
[∇xF,∇θtF]
[
v
θ˙t
]
= 0 (2.16)
per tant associant aquesta forma amb la equacio´ 2.15 s’obte´:
∇xF = [−Id, · · · ,−Id]T
i
∇θtF =

Kin0∗ (θ0) 0 . . . 0
0 AdO−11 Kin1∗ (θ1) . . . 0
0 0
. . . 0
0 0 . . . AdO−1r−1Kinr∗ (θr)

a partir d’aquestes expressions es caracteritza` les singularitats que poden presentar els sistemes
multirobot aqu´ı estudiats.
Proposicio´ 2.1 Els sistemes multirobot manipulant un objecte r´ıgid mitjanc¸ant prensio´ r´ıgida
u´nicament presenten singularitat pro`pies de les cadenes cinema`tiques obertes.
Demostracio´
Aixo` e´s aix´ı ja que ∇xF e´s de rang complert per deﬁnicio´.
Proposicio´ 2.2 Les conﬁguracions singulars dels sistemes multirobot manipulant un objecte
r´ıgid mitjanc¸ant prensio´ r´ıgida u´nicament so´n conﬁguracions en les que algun dels robots que
formen la cadena esta` en una conﬁguracio´ singular.
Demostracio´
∇θtF e´s singular si algun Kinj∗ (θj) ho e´s, i aixo` implica que el robot j esta` en una conﬁguracio´
singular.
2.4 Cinema`tica Inversa
2.4.1 Deﬁnicio´
La cinema`tica inversa determina la relacio´ entre la posicio´ i orientacio´ d’un sistema de refere`ncia
solidari a l’objecte manipulat i la conﬁguracio´ de cadascun dels graus de llibertat del mecanisme.
En el cas general la solucio´ anal´ıtica d’aquest problema e´s complexa i en alguns casos inexistent.
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En el cas de sistemes multirobot amb r robots, el problema de la cinema`tica inversa es pot
descomposar en la solucio´ de r subproblemes. Un cop ﬁxada la conﬁguracio´ del sistema de
refere`ncia, e´s possible determinar de forma un´ıvoca la conﬁguracio´ dels sistemes de refere`ncia
de cadascun dels robots involucrats en la manipulacio´. Per tant, per trobar la conﬁguracio´ de
cadascun dels robots, u´nicament cal resoldre la cinema`tica inversa dels diferents robots.
Donat que la cinema`tica inversa de cadascun dels robots te´, en general, va`ries solucions, la
cinema`tica inversa de la cadena cinema`tica tambe´ en tindra` varies. Aix´ı si en el punt g la
cinema`tica inversa del robot i te´ pi solucions, la cadena cinema`tica tancada en tindra` un ma`xim
de
∏
i=0..r−1 pi.
2.4.2 Particio´ de l’espai de conﬁguracions
En el cas d’un robot la cinema`tica inversa indueix una particio´ de l’espai de conﬁguracions
Ci = C1i ,∪ · · · ∪ Cpii i dins de cada cel·la, Cki , d’aquesta particio´ la cinema`tica e´s una bijeccio´
(seccio´ A.3.2). De manera similar pel cas del sistema multirobot es pot induir una particio´ per
l’espai de conﬁguracions restringit.
Aix´ı per exemple, si per a cada robot j es ﬁxa la solucio´ de la cinema`tica ij el conjunt de
conﬁguracions dels diferents robots es mouran en l’interior de la regio´
Ci0,i1,··· ,ir−1t  Ci00 × Ci11 × · · · × Cir−1r−1 ⊂ Ct
El conjunt de totes les regions d’aquest tipus forma una particio´ de Ct. El punts de cadascuna
d’aquestes regions que veriﬁquen la restriccio´ de cadena cinema`tica tancada formen una varietat
de dimensio´ 6 (per a n=3) o 3 (per a n=2) en el cas de robots amb el mateix nombre
de graus de llibertat que la dimensio´ de l’espai de treball. Aquesta varietat s’anomenara`
Φ
Ci0,i1,··· ,ir−1t
Kin ⊂ ΦCtKin. Cal tenir en compte que aquest varietat pot e´sser el conjunt buit o no
compacte. El conjunt de les varietats d’aquest tipus deﬁneix una particio´ de ΦCtKin. El nu´mero
ma`xim total de cel·les e´s ∏i=0..r−1 pi.
En la pra`ctica, i degut a les restriccions imposades per les controladores, es convenient triar
la particio´ de forma adequada, ja que l’espai de treball associat a cadascuna de les cel·les pot
e´sser molt desigual i el moure’s d’una cel·la a una altra pot e´sser molt dif´ıcil o impossible.
S’ha de tenir en compte que a me´s de la diﬁcultat de fer treballar els robots al voltant d’una
singularitat, les cel·les poden no tenir cap punt em comu´.
2.5 Me`trica
Tal com s’ha mostrat en la ﬁgura 2.5, en la formulacio´ proposada conviuen diferents varietats,
cadascuna de les quals te´ la seva pro`pia me`trica natural. Donat que les diferents varietats estan
relacionades entre si, e´s possible per a una varietat heretar les me`triques de les varietats amb
les que esta` relacionada. Seguidament es presenten les possibles me`triques per cadascuna de
les varietats que deﬁneixen el sistema multirobot.
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En aquesta seccio´ i en les posteriors la aplicacio´ tangent de cadascun dels robots es notara` a
trave´s de la formulacio´ tradicional, es a dir Ji (equivalent a Kini∗).
• Ot, e´s una varietat composada pel producte cartesia` de r co`pies de SE(n). Per tant la
seva me`trica natural estara` directament relacionada amb la de SE(n) (seccio´ A.6.2). Aix´ı
si H representa en forma matricial la me`trica sobre SE(n), la me`trica sobre Ot sera` de
la forma:
H
SE(n)
Ot =

H 0 . . . 0
0 H . . . 0
0 0
. . . 0
0 0 . . . H

Aquesta me`trica no te´ en compte que els diferents sistemes de refere`ncia estan lligats
entre si, una me`trica alternativa e´s :
H′SE(n)Ot =

H 0 . . . 0
0 AdT
O−11
HAdO−11 . . . 0
0 0
. . . 0
0 0 . . . AdT
O−1r−1
HAdO−1r−1

aquesta nova me`trica realitza la mesura en el mateix sistema de refere`ncia per tot els
robots, i per tant s’introdueix una refere`ncia comu´. Cal tenir en compte que moviments
petits sobre un sistema de refere`ncia comu´ poden implicar grans moviments sobre el
sistema de refere`ncia del robot i, cosa que fara` que la magnitud de mesura sigui forc¸a
diferent.
• OΦ, donat que que es tracta d’una subvarietat de Ot es pot importar la seva me`trica a
trave´s de la restriccio´ (Φ), en el cas d’importar la me`trica H
SE(n)
Ot amb el que s’obte´ la
nova me`trica:
HOtOΦ = H+Ad
−T
O−11
HAd−1
O−11
+ . . . +Ad−T
O−1r−1
HAd−1
O−1r−1
alternativament e´s possible importar la me`trica H′SE(n)Ot s’obte´ :
H′OtOΦ = rH
Cal tenir en compte que OΦ representa el conjunt de punts que pot assolir en sistema de
refere`ncia sobre l’objecte, per tant e´s isomorfa amb SE(3). Per aquest motiu una me`trica
alternativa e´s aplicar directament la me`trica deﬁnida sobre SE(3), e´s a dir :
H′′OtOΦ = H
Deixant de banda el factor d’escala, H′′OtOΦ i H
′Ot
OΦ so´n equivalents i no tenen en compte
que el sistema e´s una cadena cinema`tica tancada, pero` en canvi so´n coherents amb en
concepte habitual d’espai. E´s a dir la mesura de dista`ncia i volum so´n directament les
que es podria esperar. D’altra banda si s’utilitza HOtOΦ , la dista`ncia d’una corba correspon
a la suma de les dista`ncies dels recorreguts dels sistemes de refere`ncia de cadascun dels
manipuladors que formen la cadena cinema`tica.
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• Ct, correspon al producte cartesia` dels espais de conﬁguracions individuals dels diferents
robots, per aquest motiu la seva me`trica natural e´s de la forma:
HCt =

G0 0 · · · 0
0 G1 · · · 0
0 0
... 0
0 0 · · · Gr−1

on Gi correspon a la me`trica natural sobre Ci.
Una altra me`trica amb que es pot treballar en aquesta varietat e´s la indu¨ıda des de Ot
a trave´s de Kint. En el cas d’emprar HSE(n)Ot com a me`trica en Ot, la me`trica indu¨ıda
presenta la forma:
HOtCt =

JT0 HJ0 0 · · · 0
0 JT1 HJ1 · · · 0
0 0
... 0
0 0 · · · JTr−1HJr−1

alternativament en cas d’emprar H′SE(n)Ot com a me`trica sobre Ot, la me`trica indu¨ıda
presenta la forma:
H′OtCt =

JT0 HJ0 0 · · · 0
0 JT1 Ad
T
O−11
HAdO−11 J1 · · · 0
0 0
... 0
0 0 · · · JTr−1AdTO−1r−1HAdO−1r−1Jr−1

En HOtCt es mesuren les dista`ncies com la suma de les dista`ncies recorregudes pels elements
terminals de cadascun dels robots que formen la cadena cinema`tica tancada, mentre que
H′OtCt mesura la dista`ncia com la dista`ncia recorreguda pel sistema de refere`ncia sobre
l’objecte manipulat.
• ΦCt , donat que e´s una subvarietat de Ct, e´s possible importar la seva me`trica a trave´s de
la restriccio´ (Φ (Kint (·))). En el cas de prendre com a coordenades locals la conﬁguracio´
del robot de refere`ncia i la me`trica HCt sobre Ct, aquesta pren la forma:
HCt
ΦCt = G0 + J
T
0 Ad
−T
O−11
J−T1 G1J
−1
1 Ad
−1
O−11
J0 + · · ·+ JT0 Ad−TO−1r−1J
−T
r−1Gr−1J
−1
r−1Ad
−1
O−1r−1
J0
= G0 + J
T
0
[
r−1∑
j=1
Ad−T
O−1j
J−Tj GjJ
−1
j Ad
−1
O−1j
]
J0
Alternativament, si es pren com a coordenades locals la posicio´/orientacio´ del punt de
refere`ncia i la me`trica HCt sobre Ct, aquesta mateixa me`trica pren la forma:
HCt
ΦCt = J
−T
0 G0J
−1
0 +
[
r−1∑
j=1
Ad−T
O−1j
J−Tj GjJ
−1
j Ad
−1
O−1j
]
(2.17)
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Aquesta u´ltima me`trica recull les caracter´ıstiques articulars de cadascun les manipuladors,
i la seva relacio´ quan formen cadena cinema`tica tancada. Cal tenir en compte que en la
deﬁnicio´ anterior s’utilitza de forma expl´ıcita que tots els robots estan en una conﬁguracio´
no singular i que el seu jacobia` e´s quadrat. En cas contrari la me`trica no seria directament
aplicable i s’hauria de reformular adequadament. De forma similar e´s possible importar
HOtCt i H
′Ot
Ct
Alternativament e´s possible importar la me`trica de Ot, en el cas d’emprar les coordenades
del robot de refere`ncia i la me`trica H
SE(3)
Ot sobre Ot aquesta me`trica indu¨ıda pren la forma
HOt
ΦCt = rJ
T
0 [H]J0
de forma similar es pot importar H′SE(3)Ot
Finalment e´s possible emprar la me`trica indu¨ıda des de OΦ a trave´s de Kin. Aquesta en
el cas d’emprar H′SE(3)Ot com a me`trica de Ot pren la forma:
HOΦ
ΦCt = J
T
0
[
H+
r−1∑
j=1
Ad−T
O−1j
HAd−1
O−1j
]
J0 (2.18)
Aquesta me`trica a difere`ncia de l’anterior, recull informacio´ sobre l’estructura de prensio´
de la cadena cinema`tica tancada, pero` no de la conﬁguracio´ dels diferents robots. De
forma similar es importar la me`trica H
SE(3)
Ot , encara que els resultats obtinguts so´n menys
rellevants.
2.6 Volum
De forma similar al que es fa amb els robots, e´s possible expressar el volum de l’espai de treball
de la cadena cinema`tica tancada de la forma:
Vol (OΦ) =
∫
OΦ
ΩOΦ
on ΩOΦ correspon a la unitat de volum deﬁnida a partir de la me`trica emprada en OΦ. De
manera similar al que es fa en les cadenes cinema`tiques obertes aquesta integral es pot ﬁcar en
funcio´ de l’espai de conﬁguracions:
Vol (OΦ) = 1
deg (Kin)
∫
ΦCt
Kin∗ΩOΦ
Des d’un punt de vista pra`ctic, a difere`ncia del que passa en les cadenes cinema`tiques obertes,
aquestes expressions so´n de poca utilitat ja que al expressar-les en coordenades per tal de
realitzar el ca`lcul, resulta complex determinar els l´ımits d’integracio´ de cadascuna de les
coordenades.
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2.7 Manipulabilitat
En el cas de les cadenes cinema`tics obertes, l’estudi de la manipulabilitat es realitza a trave´s
de les propietats de la aplicacio´ tangent de la cinema`tica, en unes coordenades locals que
habitualment so´n directament la conﬁguracio´ del robot. En el cas de les cadenes cinema`tiques
tancades, aquest tipus d’estudi no recull l’estat de totes les articulacions que formen la cadena
cinema`tica, i per aquest motiu, encara que l’aplicacio´ tangent presenti unes caracter´ıstiques
o`ptimes en unes coordenades, podria e´sser que en unes altres presente´s un altre tipus de
caracter´ıstiques. Aix´ı doncs, sembla clar que un estudi de manipulabilitat que depengui de
la seleccio´ de les coordenades locals no e´s intr´ınsec a la cadena cinema`tica i per tant inadequat
per realitzar un estudi gene`ric.
Per aquest motius, i donat el gran nombre de possibilitats en la deﬁnicio´ de les me`triques, el
disseny de mesures de manipulabilitat per les cadenes cinema`tiques tancades i en concret per
cas del sistemes multirobot, ha seguit diferents tipus de metodologies. Les principals so´n:
• Construccio´ de l’el·lipsoide de manipulabilitat.
Seguint l’enfoc emprat pels sistemes sense restriccions holo`nomes, s’intenta construir
l’el·lipsoide de manipulabilitat.
Inicialment, aquest es va deﬁnir a partir dels el·lipsoides de manipulabilitat de cadascun
dels robots que formen la cadena cinema`tica tancada. Totes les propostes en aquest sentit
analitzen la interseccio´ dels diferents el·lipsoides individuals, per tal d’obtenir informacio´
sobre la cadena cinema`tica tancada. La principal difere`ncia entre els diferents enfocs
proposats esta` en la forma d’obtenir la interseccio´, que en general aproximen per ﬁgures
geome`triques me´s simples. Algunes de les aproximacions proposades so´n:
– Aproximacio´ El·lipsoidal [Lee, 1989].
Es selecciona un dels el·lipsoides corresponent a un dels robots que intervenen en
la cadena cinema`tica tancada. Aquest tindra` uns eixos directors {ui} i uns radis
{ηi}. Seguidament es determina la interseccio´ dels eixos directors de l’el·lipsoide
seleccionat amb els el·lipsoid de la resta de robots. Aixo` es determina fa`cilment, ja
que s’ha de complir:
ηjiu
T
i
(
AdO−1j JjJ
T
j Ad
T
O−1j
)−1
ηjiui = 1
i per tant :
ηji =
[
uTi
(
AdO−1j JjJ
T
j Ad
T
O−1j
)−1
ui
]− 1
2
Finalment l’el·lipsoide obtingut e´s el format pels eixos directors {ui} i els radis{
minj=0..r−1
{
ηji
}}
.
El fet que l’aproximacio´ sigui un el·lipsoide facilita la seva interpretacio´, ja que es
poden emprar raonaments similars als emprats en les cadenes cinema`tiques obertes.
Un dels principals problemes, e´s que el resultat ﬁnal pot dependre de quin e´s
el·lipsoide inicialment seleccionat.
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– Aproximacio´ poligonal [Kokkinis and Paden, 1989].
La aproximacio´ de la interseccio´ per un el·lipsoide pot arribar a e´sser massa
conservadora per recollir les caracter´ıstiques reals del sistema multirobot. Per aquest
motiu altres treballs han proposat una aproximacio´ poligonal de la interseccio´ dels
el·lipsoides individuals.
En alguns casos la interpretacio´ cinema`tica del pol´ıgon resultant pot presentar
diﬁcultats.
Posteriorment s’ha intentat deﬁnir un el·lipsoide que reculli les caracter´ıstiques de la
cadena cinema`tica tancada de forma directa. Aquest enfoc s’ha abordat de diferents
maneres. Les principals aproximacions so´n:
– Relacio´ de Forces [Chiacchio et al., 1991] [Huang and Lu, 1994].
La forc¸a resultant sobre un sistema de refere`ncia sobre la cadena cinema`tica tancada
pot expressar-se de la forma:
fres = f0 +
r−1∑
i=1
AdT
O−1i
fi
on fi e´s la forc¸a generalitzada aplicada-rebuda pel robot i sobre el seu sistema de
refere`ncia. Aquesta expressio´ en forma matricial pren la forma:
fres = Wf
on f =
[
fT0 · · · fTr−1
]T
i W =
[
I,AdT
O−11
, · · · ,AdT
O−1r−1
]
. Seguidament aquesta equacio´
es transforma en :
W†fres +V · fin = f
on W† correspon a la pseudoinversa de W, V e´s una matriu formada per una base
del nucli W, i fin un vector arbitrari, que esta` lligat a les forces internes que actuen
sobre la manipulacio´.
El vector de forces f , es pot escriure en funcio´ del parell aplicat per cadascuna de
les articulacions dels manipuladors:
JT f = τ
on τ =
[
τ T0 , · · · , τ Tr−1
]T
i JT =
 J
T
0 . . . 0
0
. . . 0
0 . . . JTr−1
. Finalment, fusionant ambdues
expressions s’obte´:
JTW†fres + JTV · fin = τ
L’el·lipsoide de forc¸a es deﬁneix:
fTres
[[
W†
]T
JJTW†
]
fres = 1
i el dual en velocitat presenta la forma:
vT
[[
W†
]T
JJTW†
]−1
v = 1
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Un cop deﬁnit l’el·lipsoide e´s possible realitzar un estudi sobre les caracter´ıstiques
cinema`tiques.
De forma similar es deﬁneixen els el·lipsoids de les forces internes (fin) que permeten
estudiar les relacions entre aquestes i els parells aplicats τ .
Estudis posteriors, han provat l’existe`ncia de casos en els que la mesura no
recull de forma adequada les prestacions del sistema multirobot [Melchiorri, 1993]
[Chiacchio et al., 1993].
En el cas de manipuladors amb el mateix nombre de graus de llibertat que l’espai
de treball i en conﬁguracions no singulars, W† pot expressar-se:
W† =
1
r

Id
Ad−T
O−11
...
Ad−T
O−1r−1

i, en consequ¨e`ncia :
M =
[[
W†
]T
JJTW†
]−1
=
r2
[
J0J
T
0 +Ad
−1
O−11
J1J
T
1 Ad
−T
O−11
+ · · ·+Ad−1
O−1r−1
Jr−1JTr−1Ad
−T
O−1r−1
]−1
(2.19)
• Comparacio´ de me`triques.
L’altra metodologia d’avaluar les prestacions de la cinema`tica e´s la comparacio´ de les
me`triques indu¨ıdes cap a l’espai de conﬁguracions restringit (ΦCt) des de l’espai de dest´ı
(OΦ) i l’espai de conﬁguracions (Ct). El proce´s de transport de les me`triques s’ha proposat
a trave´s de diferents enfocs:
– Geometria Diferencial (pullback metric) [Park and Kim, 1998].
Per aplicar aquest enfoc u´nicament e´s necessari seleccionar una me`trica per l’espai
de conﬁguracio´ restringit (ΦCt) i l’espai de treball (OΦ). La proposta inicial utilitza
HCt
ΦCt com la me`trica per (Φ
Ct) i la me`trica de SE(3) com a me`trica per OΦ. Aix´ı
la isometria pren la forma :
M = H−1HCt
ΦCt
que en el cas d’escriure-la en unes coordenades locals formades per la conﬁguracio´
del robot de refere`ncia s’escriu:
M = H−1
[
G0 + J
T
0
[
r−1∑
j=1
Ad−T
O−1j
J−Tj GjJ
−1
j Ad
−1
O−1j
]
J0
]
(2.20)
Aquesta mesura u´nicament te´ en compte l’estructura de la cadena cinema`tica
tancada sobre Ct, i no sobre OΦ.
– Ana`lisi de l’espai tangent [Bicchi and Melchiorri, 1993]
[Bicchi and Melchiorri, 1992].
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Seguint el desenvolupament aplicat en l’estudi de les singularitats (seccio´ 2.3.2),
les equacions que han de complir les velocitats del sistema de refere`ncia sobre la
cadena cinema`tica i les velocitats de les diferents articulacions de cadascun dels
robots queden deﬁnides per l’equacio´ 2.16. Aquesta e´s reformula en la forma:
∇xF ·
[
v
θ˙t
]
= 0 (2.21)
on ∇xF  [∇xF,∇θtF]. El nucli de ∇xF deﬁneix el conjunt de velocitats possibles.
Els vectors que pertanyen al nucli de ∇xF es poden expressar de la forma:
C · υ →
[
C1υ
C2υ
]
on C e´s una matriu formada pels vectors d’una base ortonormal del nucli de ∇xF,
i υ e´s un vector arbitrari.
Un cop es te´ aquesta descomposicio´ es pot calcular el valor de la mesura de
manipulabilitat com :
υTMυ =
υTCT1 HC1υ
υTCT2 MCtC2υ
Es pot provar que pel cas en que ‖υ‖ = 1, aquesta mesura es pot rescriure en la
forma:
υTMυ = υTM1M
−1
2 υ
on M1  CT1 HC1 i M2  CT2 GC2. Aquesta mesura e´s equivalent a la mesura
inicialment proposada en el punt anterior.
Un enfoc similar ha estat emprat recentment per la formulacio´ de l’el·lipsoide de
manipulabilitat en sistemes meca`nics amb restriccions gene`riques
[Wen and Wilﬁnder, 1998] [O’Brien and Wen, 1999].
Pel cas multirobot, suposant υ = v, i sota la hipo`tesi de que tots els robots estan
en conﬁguracions de rang complert i que el seu jacobia` e´s quadrat s’obte´:
C =

Id
J−10[
AdO−11 J1
]−1
...[
AdO−1r−1Jr−1
]−1

→ C1 = Id ;C2 =

Id
J−10[
AdO−11 J1
]−1
...[
AdO−1r−1Jr−1
]−1

d’on es dedueix que en aquest cas M1 = H i
M2 = J
−T
0 G0J
−1
0 +Ad
−T
O−11
J−T1 G1J
−1
1 Ad
−1
O−11
+ · · ·Ad−T
O−1r−1
J−Tr−1Gr−1J
−1
r−1Ad
−1
O−1r−1
Cal destacar que M2 equival a H
Ct
Φt
quan s’utilitza com a coordenades locals la
posicio´/orientacio´ del punt de refere`ncia i la me`trica HCt sobre Ct.
De manera similar cal destacar que el cas de triar υ = θ0, M1 =
1
r
HOt
ΦCt i M2 = H
Ct
ΦCt
prenen com a coordenades locals la conﬁguracio´ del robot de refere`ncia.
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– Pseudoinverses [van den Doel, 1994].
Una proposta alternativa, e´s importar la me`trica de OΦ directament sobre Ct, partint
de la equacio´ (2.15). D’aquesta equacio´ s’obte´ la relacio´:
v = − [∇xF]†∇θtF · θ˙t (2.22)
un cop establerta aquesta relacio´ es poden formular la relacio´ d’isometria o l’estudi
de l’el·lipsoide de la forma habitual. Els resultats obtinguts so´n similars als del
plantejament anterior, encara que en aquest s’assumeix que la relacio´ es ﬁxa pels
moviments de mı´nima dista`ncia en Ct (rellevant per cas de sistemes redundants).
En el cas del sistemes multirobot cal tenir en compte que ∇xF = − [Id, Id, . . . , Id]T
i que per tant [∇xF]† = −1r [Id, Id, . . . , Id], amb el que v es transforma en una
mitjana ponderada de les velocitats del diferents robots expressades sobre el sistema
de refere`ncia sobre l’objecte. I per tant en aquest cas la mesura de dista`ncia sera` de
la forma
MOΦCt =
1
r2

JT0 HJ0 J
T
0 HAdO−11 J1 . . . J
T
0 HAdO−1r−1Jr−1
JT1 Ad
T
O−11
HJ0 J
T
1 Ad
T
O−11
HAdO−11 J1 . . . J
T
1 Ad
T
O−11
HAdO−1r−1Jr−1
...
...
. . .
...
JTr−1Ad
T
O−1r−1
HJ0 J
T
r−1Ad
T
O−1r−1
HAdO−11 J1 . . . J
T
r−1Ad
T
O−1r−1
HAdO−1r−1Jr−1

que incorpora com a peculiaritat principal la introduccio´ dels termes creuats.
A me´s d’aquesta incorporacio´ cal recalcar que aquest mesura es realitza sobre Ct i per
tant d’un el·lipsoide r · ni dimensional, on ni so´n els graus de llibertat dels diferents
robots.
2.8 Proposta d’una nova mesura de manipulabilitat
En la seccio´ anterior s’han revisat les principals propostes de mesures de manipulabilitat que
s’han trobat en la literatura, i en els comentaris associats a cadascuna d’elles s’ha procurat
dins el possible interpretar-les en forma d’una mesura d’isometria, encara que aixo` e´s complicat
en les mesures que fan us de la pseudoinversa [van den Doel, 1994] [Chiacchio et al., 1991], ja
que aquestes segueixen un camı´ no natural. Per aquest motiu s’ha cregut me´s interessant
considerar una mesura que segueixi la formulacio´ tradicional. Dins aquestes es troben les
basades en l’us directe dels conceptes de la geometria diferencial [Park and Kim, 1998] i l’ana`lisi
de l’espai tangent [Bicchi and Melchiorri, 1993]. Aquests dos enfocs es diferencien en quines
so´n les varietats origen i dest´ı, i per tant les me`triques que es comparen.
En aquest treball s’ha considerat que la varietat origen a la aplicacio´ cinema`tica e´s ΦCt ,
i la varietat dest´ı e´s OΦ. Aquest enfoc e´s similar al seguit en els treballs de Park
[Park and Kim, 1998], en els treballs de Park s’utilitza com a me`trica sobre OΦ, la me`trica
de SE(3), aixo` fa que l’estructura del sistema multirobot u´nicament es tingui en compte
sobre l’espai de conﬁguracions. Per aquest motiu es proposa emprar la me`trica importada
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de Ot a trave´s de Φ, que ha estat presentada en la equacio´ (2.18). Amb aixo` la mesura de
manipulabilitat proposada queda deﬁnida com:
M 
[
HOtOΦ
]−1
HCt
ΦCt (2.23)
Aquesta nova mesura d’isometria recull feno`mens no recollits per la resta de mesures, i, sobretot
es poden fer palesos moviments en que la difere`ncia de velocitats dels diferents sistemes
de refere`ncia sobre els diferents robots e´s forc¸a diferent. Aquest fet pot e´sser especialment
interessant en el cas de les forces ja que, en general, una de les qu¨estions desitjables en la
manipulacio´ multirobot e´s que les forces aplicades pels diferents robots estiguin equilibrades.
2.9 Forces
f1
f2
fo
v1
v2
vo
O1
O2
O
Figura 2.8: Esquema de Velocitats-Forces en ma manipulacio´ multirobot.
La restriccio´ (2.6), es pot expressar en termes de l’espai tangent de la forma:
dΦv = 0 (2.24)
on dΦ ∈ T ∗xtOt formen les forces de lligam i s’obtenen derivantΦi en front del temps, i v ∈ TxtOt
format per vi ∈ TxiOi que corresponen a les velocitats dels sistemes de refere`ncia dels diferents
robots [Figura (2.8)]. Cal recordar que vi representen les velocitats del sistema de refere`ncia del
robot i respecte el sistema coordenat ﬁxe a la base del robot i, pero` expressat en la orientacio´
del sistema coordenat de refere`ncia del robot i.
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En el cas en que el punt el punt de refere`ncia sobre l’objecte esta` situat en el sistema de
refere`ncia del robot 0, dΦ pren la forma:
dΦ =
 Id −AdO−11 · · · 0Id 0 . . . 0
Id 0 · · · −AdO−1r−1
 (2.25)
Proposicio´ 2.3 La restriccio´ dΦv = 0 e´s invariant en front a transformacions per l’esquerra,
e´s a dir dΦ e´s invariant al sistema coordenat triat com a sistema de refere`ncia de mo´n.
Demostracio´: Cada restriccio´ Φi e´s de la forma Kin0 = BiKiniOi, el fet de canviar el sistema
de refere`ncia mo´n la convertiria en una restriccio´ de la forma AKin0 = ABiKiniOi, on A e´s
una matriu homoge`nia que relaciona el sistema de refere`ncia inercial amb el nou. Al passar
aquesta restriccio´ amb tangent s’obte´:
v0 = AdO−1i vi
que com es pot veure e´s independent de A.
Proposicio´ 2.4 La restriccio´ dΦv = 0 e´s invariant en front a transformacions per la dreta,
e´s a dir dΦ e´s invariant al sistema de coordenat de refere`ncia sobre l’objecte manipulat.
Demostracio´: Cada restriccio´ Φi e´s de la forma Kin0 = BiKiniOi, el fet de canviar el sistema
de refere`ncia sobre l’objecte la convertiria en una restriccio´ de la forma Kin0A = BiKiniOiA,
on A e´s una matriu homoge`nia que relaciona el nou sistema de refere`ncia sobre l’objecte amb
l’anterior. Al passar aquesta restriccio´ amb tangent s’obte´:
AdA−1v0 = AdA−1O−1i vi
aquesta equacio´ e´s equivalent a l’equacio´:
AdA−1v0 = AdA−1AdO−1i vi
i donat que AdA−1, e´s de rang complert per construccio´, la relacio´ entre v0 i vi es pot
transformar en la relacio´ inicial:
v0 = AdO−1i vi
Proposicio´ 2.5 El conjunt de covectors que formen dΦ e´s un conjunt generador de les forces
de lligam que actuen sobre el sistema.
Demostracio´: Donat que AdO−1i e´s de rang complet, dΦ tambe´ ho sera` donada la seva estructura
(2.25).
Quan els diferents robots apliquen un forc¸a fi ∈ T ∗xiOi sobre el punt de contacte sobre l’objecte
manipulat, una de les qu¨estions d’intere`s e´s determinar quina e´s la forc¸a resultant sobre el
sistema de refere`ncia sobre l’objecte manipulat, aquesta relacio´ ve determinada per :
fo =
r−1∑
i=0
AdTOifi
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on fo ∈ T ∗otOΦ, aquesta relacio´ es pot expressar en forma matricial de la forma:
fo = Wf (2.26)
on f ∈ T ∗xtOt, esta` format per les forces aplicades pels diferents robots, es a dir f = [f1, · · · , fr].
W 
[
Id,Ad
T
O1
, · · · ,AdTOr−1
]
. Aquesta matriu rep el nom de matriu de prensio´.
Cal recalcar que l’equacio´ (2.26), e´s invariant en front a transformacions per l’esquerra, es a dir
enfront a canvis en el sistema de refere`ncia inercial, pero` presenta una depende`ncia en front a
les transformacions per la dreta. Els canvis en el sistema de refere`ncia sobre l’objecte, el punt
on estudia la resultant de les forces, afecten de la forma:
Ad−TA fo = Wf
on A correspon a la transformacio´ homoge`nia que relaciona els dos sistemes de refere`ncia.
De la equacio´ (2.26) es dedueix que la part de f que pertany al nucli de W no contribueix a la
generacio´ de fo i per tant no genera moviment. Aquesta forc¸a actua con una forc¸a de deformacio´
sobre el sistema, aquesta component s’anomenara` forc¸a interna.
Proposicio´ 2.6 W (dΦ)T = 0
Demostracio´: Donat que les forces de lligam no generen treball i per tant no generen forc¸a
resultant (fo). Aixo` es veriﬁca aplicant el ca`lcul directe
W (dΦ)T =
[
Id −AdTO1AdTO−11 , · · · , Id −Ad
T
Or−1Ad
T
O−1r−1
,
]
= W (dΦ)T = [Id − Id, · · · , Id − Id, ] = 0
2.10 Espai de treball
2.10.1 Introduccio´
Les deﬁnicions de l’espai de treball de les cadenes cinema`tiques tancades so´n ana`logues a
les emprades per les cadenes cinema`tiques obertes. Cal destacar pero` que els algorismes de
generacio´ de l’espai de treball presenten major complexitat pel fet d’haver de tractar amb
restriccions.
L’objectiu de l’estudi de l’espai de treball de les cadenes cinema`tiques tancades, persegueix dos
objectius diferenciats, el primer e´s la ana`lisi d’un sistema deﬁnit a priori, mentre que l’altra
qu¨estio´ de relleva`ncia e´s la necessitat de disposar d’eines de suport al disseny d’aquest tipus de
sistemes. En concret una qu¨estio´ d’intere`s en el cas dels sistemes multirobot e´s la determinacio´
de la posicio´ relativa de les bases per tal que l’espai de treball del sistema complert sigui o`ptim
d’acord amb algun criteri predeﬁnit.
Seguidament es presenten les principals metodologies de generacio´ de l’espai de treball
reportades en la literatura, destacant les seves caracter´ıstiques en el cas multirobot.
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2.10.2 Generacio´ de l’espai de treball
En molts casos la cadena cinema`tica tancada es pot analitzar a partir de la ana`lisi de les
diferents parts que la composen. Aix´ı, aquesta es descomposa en cadenes cinema`tiques obertes,
l’espai de treball de cadascuna de les quals e´s fa`cilment calculable. Posteriorment s’analitzen les
caracter´ıstiques del sistema complert a partir de l’espai de treball de cadascuna de les cadenes
i les restriccions imposades per la cadena cinema`tica tancada [Merlet, 2000] [Kim et al., 1997].
Aquest tipus de me`todes s’han aplicant a un gran nombre de sistemes de complexitat moderada,
el principal inconvenient e´s que resulta necessari realitzar un estudi adhoc per cada mecanisme
en concret.
En els casos en que es possible l’aplicacio´ d’aquest enfoc e´s possible obtenir informacio´ que
permet estudiar l’estructura de l’espai de treball i per tant determinar criteris per dissenyar
cel·les multirobot.
2.10.2.1 Estudi de les singularitats
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Figura 2.9: Exemple d’ana`lisi de l’espai de treball d’un sistema multirobot a trave´s de me`todes
de continuacio´.
Con ja s’ha comentat en el cas de cadenes cinema`tiques obertes, els l´ımits del espai de treball
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Figura 2.10: Exemple d’ana`lisi de l’espai de treball d’un sistema multirobot a trave´s de me`todes
de continuacio´.
del sistema multirobot estan deﬁnits o be per les singularitats del mecanisme o be per l´ımits
meca`niques de les diferents articulacions. Aquests darrers, poden modelar-se com a singularitats
a trave´s d’un canvi de variables adequat [Haug et al., 1992] [Qiu et al., 1995].
En general les singularitats formen subvarietats unidimensionals dins l’espai de conﬁguracions,
per tant recorrent-les, i aplicant sobre elles la cinema`tica es recorrera` la frontera de l’espai
de treball. Per poder construir la frontera des d’aquest punt de vista es necessari en primer
lloc determinar una conﬁguracio´ de ΦCt en la que el sistema sigui singular. Aquest punt
s’aconsegueix a trave´s d’heur´ıstiques o me`todes nume`rics de cerca [Haug et al., 1994].
Posteriorment es recorren les varietats que deﬁneixen les singularitats, aixo` es fa
aplicant me`todes de continuitat [Allgower and Georg, 1990] al sistemes unidimensionals que
seguidament es comentaran. De la equacio´ (2.14) i la necessitat que la equacio´ ∇θtF sigui
singular s’obte´: [
F (x,θt)
∇θtFTξ
]
= 0 (2.27)
on ξ, e´s un vector en la direccio´ de la singularitat estudiada. Donat que de ξ u´nicament
interessa la direccio´ i no la magnitud es pot afegir una restriccio´ addicional:
ξTξ = 1 (2.28)
la solucio´ d’aquest sistema d’equacions correspon al conjunt de corbes/superf´ıcies que deﬁneixen
la singularitat de la cadena cinema`tica tancada. Les equacions (2.27) i (2.28) deﬁneixen una
varietat de dimensio´ n − 1, on n e´s la dimensio´ de ΦCt , i donat que el me`todes de continuacio´
cla`ssics u´nicament treballen amb varietats unidimensionals, e´s necessari afegir un conjunt
addicional d’equacions per reduir la dimensio´ del sistema. Aix´ı el sistema complert queda
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de la forma: 
F (x,θt)
∇θtFTξ
ξTξ − 1
Υ (x,θt)
 = 0 (2.29)
on Υ so´n un conjunt de n − 2 equacions independents. En general representen l’equacio´ d’un
pla i una restriccio´ d’orientacio´. D’aquesta manera s’obte´ la frontera de l’espai de treball dins
la seccio´ de l’espai deﬁnida per Υ.
Durant el recorregut dins d’una seccio´, es construeix un graf. Els nodes d’aquest graf
corresponen a punts en els que la pe`rdua de rang de ∇θtF e´s superior a 1, mentre que els
arcs corresponen a corbes solucio´ de (2.29). Els nodes per tant seran conﬁguracions en les que
intersecten dues corbes. Els nodes so´n punts que necessiten un estudi especial, per determinar
quin e´s el conjunt de vectors tangents possibles. Aixo` es possible fer-ho a trave´s de l’estudi de
les caracter´ıstiques del Hessia` de ∇θtF [Keller, 1987].
Un exemple dels resultats obtinguts a trave´s de la aplicacio´ d’aquests me`todes es presenta
en la ﬁgura 2.9. On s’aplica el me`tode a l’estudi d’un sistema multitorobot composat per
dos robots de 3 graus de llibertat cadascun. En aquest estudi s’ha ﬁxat que la orientacio´ de
l’objecte manipulat sigui la identitat respecte el sistema de refere`ncia. En la primera gra`ﬁca es
mostra la frontera de l’espai de treball i algunes conﬁguracions associades a ell. Seguidament es
presenta la representacio´ en forma de graf de l’espai de treball, de forma ana`loga es presenten
les representacions de grafs sobre la projeccio´ de l’espai de conﬁguracions de les dues primeres
articulacions de cadascun dels manipuladors.
Un exemple addicional (Figura 2.10) mostra l’estudi d’un sistema de les mateixes
caracter´ıstiques. En aquest cas e´s possible visualitzar l’aparicio´ de singularitats internes a
l’espai de treball.
El me`tode descrit en la literatura permet determinar correctament els vectors tangents en els
nodes del grafs, quan la pe`rdua de rang de ∇θtF e´s com a molt 2. En la pra`ctica e´s dif´ıcil
trobar casos en que el jacobia` presenti una pe`rdua de rang superior a dos, sobretot si es treballa
amb mecanismes paral·lels senzills, pero` bastant factible en sistemes multirobot amb me´s de
2 dos robots que presenten simetries. La resolucio´ d’aquesta problema`tica implica analitzar
els termes d’ordre superior de la descomposicio´ en serie de Taylor de la singularitat, o l’us
d’heur´ıstiques [Qiu et al., 1995].
Un plantejament similar s’ha emprat per l’estudi de sistemes multirobot [Hemami et al., 1991].
En aquest treball s’ha estudiat l’espai de treball per orientacio´ constant per dos robot PUMA,
a difere`ncia dels anteriors me`todes s’ha emprat un me`tode heur´ıstic per reco´rrer la frontera de
l’espai de treball.
Aquests me`todes permeten d’una forma gene`rica determinar les caracter´ıstiques cinema`tiques
de la cadena cinema`tica, incloent els l´ımits meca`nics de cadascuna de les articulacions. El
principal inconvenient e´s la necessitat de realitzar l’estudi per seccions de l’espai de treball,
posteriorment totes les seccions es poden agrupar en un model tridimensional. El me`tode
e´s especialment indicat per la ana`lisi de l’espai de treball, pero` no pel disseny de la cadena
cinema`tica.
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2.10.2.2 Discretitzacio´ l’espai de treball
Com el cas de les cadenes cinema`tiques obertes, una possibilitat per obtenir informacio´ sobre
l’espai de treball, e´s deﬁnir una discretitzacio´ en l’espai de conﬁguracions i avaluar la cinema`tica
en ell, d’aquest manera i despre´s d’un recorregut exhaustiu de l’espai de conﬁguracions e´s
possible obtenir informacio´ de sobre l’espai de treball del sistema. En el cas gene`ric de
cadenes cinema`tiques tancades, la obtencio´ de conﬁguracions que compleixen les restriccions
cinema`tiques no e´s una tasca senzilla [Han and Amato, 2000] [LaValle et al., 1999].
En el cas de sistemes multirobot, pels que es coneix la cinema`tica inversa aixo` es pot realitzar
de forma senzilla, ja que u´nicament cal seleccionar un dels robots discretitzar el seu espai de
conﬁguracions, i veriﬁcar si el sistema de refere`ncia sobre aquest robot compleix les restriccions
sobre l’espai de treball, aixo` es fa propagan la situacio´ d’aquest sistema de refere`ncia sobre el
sistema de refere`ncia de cadascun dels manipulador que estan lligats a trave´s de restriccions
r´ıgides. Posteriorment per cada manipulador es veriﬁca si el punt pertany a l’espai de treball
individual. En el cas que pertanyi a l’espai de treball de tots els manipuladors, el punt pertany
a l’espai de treball de la cadena cinema`tica tancada [Tarn et al., 1995].
Aquest tipus de me`tode te´ una implementacio´ senzilla, pel cas de sistemes multirobot, a me´s
presenta l’avantatge que permet introduir qu¨estions com els obstacles. Com en el cas anterior
so´n me`todes especialment indicats per la ana`lisi de l’espai de treball, pero` no pel disseny.
Cap´ıtol 3
Espai de treball d’un sistema
multirobot
En aquest cap´ıtol es proposa una nova metodologia per la construccio´ de l’espai de treball
d’un sistema multirobot a partir dels espais de treball de cadascun dels robots que el formen,
les posicions relatives de les bases i les posicions relatives dels elements terminals. El me`tode
proposat es pot classiﬁcar dins els me`todes de generacio´ de l’espai de treball presentats en el
cap´ıtol 2.
La metodologia diferencia entre l’espai destre i l’espai realitzable. En els dos casos l’espai de
treball del sistema multirobot es deﬁneix com la interseccio´ de diferents ﬁgures geome`triques,
una corresponent a l’espai de treball d’un robot de refere`ncia i la resta corresponents a la ﬁgura
destra/realitzable. Aquestes ﬁgures s’obtenen a la deformacio´ de l’espai de treball de la resta
de manipuladors per tenir en compte l’objecte manipulat.
Finalment es presenta la extensio´ del me`tode per tenir en compte diferents tipus de prensio´ o
incloure trajecto`ries o conjunts de punts dins l’espai de treball.
3.1 Espai de treball
Donats els espais de treball individuals dels diferents robots que composen el sistema multirobot
(W i), la relacio´ entre els diferents sistemes de refere`ncia dels diferents robots (Bi), i les
caracter´ıstiques de prensio´ de l’objecte manipulat (Oi) es poden estudiar els elements de SE (3)
que seran assolibles per un sistema coordenat solidari a l’objecte manipulat. Aquests elements
constituiran l’espai de treball dels sistema multirobot.
En aquest estudi s’assumira` que el sistema coordenat de refere`ncia esta` situat sobre el punt de
prensio´ del robot 0, i amb la mateixa orientacio´ de la pinc¸a del manipulador, per tant Oi = Id,
i es ﬁxara` el sistema refere`ncia en el sistema de refere`ncia d’aquest mateix robot, per tant
Bi = Id. Aquesta assumpcio´ no resta generalitat a l’estudi ja que el sistema de refere`ncia
triat esta` relacionat de forma un´ıvoca amb qualsevol altre sistema de refere`ncia sobre l’objecte
manipulat.
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Els elements que pertanyen a l’espai de treball so´n:
W = {x ∈ SE (3) | ∃θi i = 0, . . . , r − 1 BiKini (θi)Oi = x} (3.1)
Les igualtats d’aquesta deﬁnicio´ so´n igualtats entre elements de SE (n), pero` es poden expressar
tambe´ en forma de les seves equivalents de posicio´ i orientacio´:[
RBj pBj
0 1
] [
Rj (θj) pj (θj)
0 1
] [
ROj pOj
0 1
]
=
[
Rx px
0 1
]
(3.2)
i aproﬁtant que x = Kin0 (θ0) es pot reescriure l’equacio´ anterior de la forma[
RBj pBj
0 1
] [
Rj (θj) pj (θj)
0 1
] [
ROj pOj
0 1
]
=
[
R0 (θ0) p0 (θ0)
0 1
]
(3.3)
reagrupant s’obte´ l’expressio´:[
RBjRj (θj)ROj RBjRj (θj)pOj +RBjpj (θj) + pBj
0 1
]
=
[
R0 (θ0) p0 (θ0)
0 1
]
(3.4)
A partir d’aquesta equacio´ es pot reescriure la deﬁnicio´ de l’espai de treball a partir de les
components de posicio´ i orientacio´:
W = {
x = (R,p) ∈ SE (3) ,R ∈ SO (3) ,p ∈ R3 | ∃θi ∈ Ci,θ0 ∈ C0
RBiRi (θi)ROi = R = R0 (θ0)
RBiRi (θi)pOi +RBipi (θi) + pBi = p = p0 (θ0)
}
(3.5)
Seguidament s’estudiara` la composicio´ de l’espai de treball destre (WD), i el realitzable WR
corresponents a la cadena cinema`tica tancada a partir de l’espai de treball (W i), l’espai destre
(W iD) i l’espai realitzable (W iR) de cadascun dels robots que formen el sistema multirobot.
3.2 Espai destre
L’espai destre del sistema multirobot, es deﬁneix:
WD = {
p ∈ R3 | ∀R ∈ SO (3) ∃θi ∈ Ci
RBiRi (θi)pOi +RBipi (θi) + pBi = p = p0 (θ0)
RBiRi (θi)ROi = R = R0 (θ0)
}
(3.6)
d’acord amb aquesta formulacio´ per tal que un punt pertanyi a l’espai destre del sistema
multirobot, e´s necessari que pertanyi a l’espai destre del robot de refere`ncia i que els punts
corresponents a la resta de robots tinguin un conjunt d’orientacions compatibles.
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‖ pOi ‖
Espai de treball
Figura destra
‖ pOi ‖
Figura 3.1: Exemples de ﬁgura destra per espais de treball hexagonal i pentagonal.
Deﬁnicio´ 3.1 Φi (p)  {R ∈ SO(n) | ∃θi | R = Ri (θi) & pi (θi) = p }
E´s a dir Φi (p) e´s el conjunt d’orientacions que el robot i pot assolir quan el seu element terminal
esta` situat en la posicio´ p.
Corolari 3.1 Si p ∈ W iD aleshores Φi (p) = SO(n).
Corolari 3.2 Per tal que un punt p pertanyi a l’espai destre del sistema multirobot, p ∈ W0D,
i la resta de robots han de complir les restriccions:
pi = R
T
Bi
(
p+ pBi +RR
T
Oi
pOi
)
RTBiRR
T
Oi
⊂ Φi (pi)
En el cas 2D, per cada punt p, els punts pi, estan distribu¨ıts sobre un cercle de radi ‖ pOi ‖ i
centre RTBi (p+ pBi). En cadascun dels punts d’aquest cercle, e´s necessari que el robot i pugui
assolir una orientacio´ concreta (RTBiRR
T
Oi
).
En el cas 3D, per cada punt p, els punts pi, estan distribu¨ıts sobre una esfera de radi | pOi | i
centre RTBi (p+ pBi). En cadascun dels punts sobre l’esfera, e´s necessari que el robot i pugui
assolir tota una varietat unidimensional d’orientacions que corresponen:
RTBiRR
T
Oi
| (RBipi − p− pBi) = RRTOipOi
Si s’utilitza una representacio´ en forma d’eix i angle de la rotacio´, e´s necessari que en el
punt pi, el robot i pugui generar totes les rotacions possibles al voltant d’un eix deﬁnit per :
(RBipi − p− pBi)× pOi .
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Les condicions del corolari 3.2 no impliquen que pi ∈ W iD. Pero` per introduir simetria i facilitar
l’estudi s’assumira` que pi ∈ W iD.
Sota aquesta assumpcio´, la deﬁnicio´ anterior es pot rescriure de la forma:
W∗D =
{
p ∈ W0D | ∀R ∈ SO (3) p+RpOi ⊂ RBi ◦W iD + pBi
}
on ◦ nota la aplicacio´ de la rotacio´ RBi sobre tots els punts que formen W iD.
Deﬁnicio´ 3.2 La ﬁgura destra (W˜ iD) d’un robot i amb espai de treball destre W iD que esta`
agafant r´ıgidament un objecte, i que presentar una relacio´ de prensio´ (Oi) entre el sistema de
refere`ncia sobre l’objecte i el sistema de refere`ncia sobre l’element terminal del robot es deﬁneix
com:
W˜ iD  {p ∈ Rn | ∀R ∈ SO (3)p+RpOi} ⊂ W iD (3.7)
La ﬁgura destra es pot interpretar en termes que quin seria l’espai destre del robot quan esta`
manipulant un objecte de tamany ‖ pOi ‖ [Gupta, 1997]. Estrictament correspon a l’espai
destre d’un sistema de refere`ncia col·locat a una dista`ncia ‖ pOi ‖ de l’element terminal del
robot.
Proposicio´ 3.1 La ﬁgura destra del sistema multirobot e´s independent de la orientacio´ entre
els diferents sistemes coordenats en els sistemes coordenats de prensio´.
Demostracio´
Trivial a partir de la observacio´ de la equacio´ 3.7.
Proposicio´ 3.2 La ﬁgura destra del sistema multirobot e´s independent de la situacio´ relativa
de les bases dels diferents robots.
Demostracio´
Trivial a partir de la observacio´ de la equacio´ 3.7.
Manipulant adequadament la deﬁnicio´ de la ﬁgura destra, i tenint en compte que el conjunt de
punts que formen RpOi deﬁneixen un cercle/esfera de radi ‖ pOi ‖ i centre l’origen, e´s possible
redeﬁnir la ﬁgura destra tenint aixo` en compte.
Deﬁnicio´ 3.3 La ﬁgura destra es pot expressar:
W˜ iD =
{
x ∈ R3 | esf (x, ‖ pOi ‖) ⊂ W iD
}
on esf (c, r) correspon al cercle (esfera) de centre c i radi r.
Aquesta nova manera de visualitzar la ﬁgura destra, permet construir de manera senzilla la
ﬁgura destra d’un espai de treball. Per calcular-la u´nicament cal determinar els punts de
l’espai destre del manipulador i en els que una circumfere`ncia (esfera) centrada en ells esta`
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totalment inscrita en W iD. En termes de morfologia matema`tica aquesta operacio´ correspon a
una erosio´ amb un element estructurant que e´s un cercle de radi ‖ pOi ‖.
Com es pot veure en la deﬁnicio´ de la ﬁgura destra i visualitzar en els exemples presentats
[Figura 3.1], la ﬁgura destra del robot i presenta una superf´ıcie (volum) me´s petita que el seu
espai destre, i va disminu¨ınt a mesura que ‖ pOi ‖ va creixent. Fins al punt que a partir d’un
cert valor de ‖ pOi ‖ la ﬁgura destra sera` nul·la.
Lema 3.1 De la deﬁnicio´ anterior e´s dedueix que:
WD ⊃ W∗D =
(
Bi ◦ W˜ iD
)
∩W0D
Aquesta nova formulacio´ permet expressar l’espai destre com la interseccio´ de dos conjunts de
punts. Aixo` fa possible la generacio´ de l’espai destre d’un sistema multirobot d’una manera
eﬁcient.
Proposicio´ 3.3 El tamany de l’espai destre disminueix a mesura que ‖ pOi ‖ augmenta. La
ma`xima dista`ncia sobre Rn que pot separar els punts de prensio´ i que fa que l’espai destre sigui
no nul e´s el radi maximal de la esfera (cercle) que pot e´sser inscrit en l’espai destre me´s petit
dels robots que intervenen en el sistema multirobot.
Demostracio´
En el cas en que ‖ pOi ‖ presenti un valor superior al del radi de la esfera (cercle) de ma`xim
radi que es pot incloure totalment dins l’espai destre del robot i, la seva ﬁgura destra e´s nul·la
i per tant l’espai de treball destre del sistema multirobot tambe´ ho sera`.
3.3 Espai realitzable
3.3.1 Deﬁnicio´
L’espai realitzable correspon a la projeccio´ de l’espai de treball sobre Rn. Per tant, e´s el conjunt
de posicions que es pot assolir en alguna orientacio´. Aix´ı l’espai realitzable estara` format per
totes aquelles posicions que veriﬁquin la segu¨ent deﬁnicio´:
WR = {
p ∈ Rn | ∃R ∈ SO(n) ∃θi ∈ Ci,θ0 ∈ C0
RBiRi (θi)pOi +RBipi (θi) + pBi = p = p0 (θ0)
RBiRi (θi)ROi = R = R0 (θ0)
}
(3.8)
Per facilitar l’estudi de l’espai realitzable es fara` en dos passos, un primer en el que u´nicament es
tindra` en compte l’equacio´ de posicio´ i un segon en el que es veriﬁcara` si l’equacio´ d’orientacio´
es compleix en els punts que s’han determinat en el primer pas.
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‖pOi‖
Espai de treball
F. Realitzable Interior
F. Realitzable Exterior
‖pOi‖
Figura 3.2: Exemples de ﬁgures realitzables per espais de treball hexagonal i pentagonal.
Deﬁnicio´ 3.4 La ﬁgura realitzable (Ŵ iR) d’un robot amb un espai de treball W i, que esta`
manipulant un objecte r´ıgid amb prensio´ r´ıgida, que presenta una relacio´ entre el sistema de
refere`ncia sobre l’objecte manipulat i el sistema de refere`ncia sobre el robot Oi, es deﬁneix com:
Ŵ iR 
{
x ∈ Rn | ∃R ∈ SO(n), pi ∈ W iR x = RpOi + pi
}
aquest conjunt esta` format per tots els punts de Rn que podria assolir el robot i agafant un objecte
tal que la dista`ncia entre el sistema de refere`ncia del robot i el de refere`ncia sobre l’objecte e´s
‖ pOi ‖, en el suposat cas en que aquest manipulador pogue´s assolir totes les orientacions en
totes les posicions.
Deﬁnicio´ 3.5 Una expressio´ equivalent a la anterior e´s:
Ŵ iR 
⋃
∀R∈SO(n)
{
RpOi +W iR
}
en aquesta nova expressio´ es pot visualitzar que l’objecte realitzable s’obte´ desplac¸ament l’espai
realitzable una dista`ncia igual al mo`dul de pOi en totes les direccions possibles, la unio´ de tots
els espais de treball desplac¸at forma la ﬁgura realitzable (Figura 3.2).
Deﬁnicio´ 3.6 Una deﬁnicio´ equivalent a l’anterior e´s:
Ŵ iR = esf (‖ pOi ‖,0) ∗W iR
on ∗ representa la convolucio´ dins Rn.
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Proposicio´ 3.4 L’objecte realitzable no depe`n de la distribucio´ de pOi ja que nome´s depe`n del
seu mo`dul (‖ pOi ‖).
Proposicio´ 3.5 L’espai realitzable del sistema multirobot e´s un subconjunt de la interseccio´ de
l’objecte realitzable i l’espai realitzable del robot de refere`ncia:
WR ⊂ W∗R = {Bi ◦ Ŵ iR} ∩W0R
De la interseccio´ hi ha punts que no pertanyen a WR ja que no compleixen l’equacio´ de rotacio´.
Proposicio´ 3.6 L’espai realitzable del sistema multirobot e´s independent de la orientacio´ entre
els diferents sistemes coordenats en els punts de prensio´.
Proposicio´ 3.7 Si W iR =W iD i W0R =W0D aleshores WR =W∗R.
3.3.2 Problema`tica d’Orientacio´
‖ pOi ‖
‖ pOi ‖
Figura 3.3: Punts que generen un mateix punt dins la ﬁgura realitzable.
En la seccio´ anterior s’ha presentat un procediment per determinar W∗R, els punts que formen
W∗R so´n punts candidats a perta`nyer a WR. Ara la pregunta la pregunta clau e´s: “Donat un
punt p ∈ W∗R pertany a WR ?”, aquesta pregunta es pot emmarcar dins una pregunta me´s
gene`rica, que e´s : “Donat un punt p ∈ W∗R quin rang d’orientacions es pot assolir en ell ?”.
Per deﬁnicio´, si el rang d’orientacions e´s no nul aleshores p ∈ WR.
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Per tal d’estudiar aquest problema s’haura` d’estudiar en detall les caracter´ıstiques de l’equacio´
d’orientacio´ de la restriccio´ cinema`tica:
RBiRi (θi)ROi = R0 (θ0)
cal tenir en compte que interessa avaluar aquesta equacio´ en un punt p. Per tant la part dreta
de la igualtat u´nicament podra` prendre valors del conjunt Φ0 (p). Per estudiar els valors que
haura` de prendre Ri (θi) es manipula l’equacio´ anterior per tal d’obtenir :
Ri (θi) = R
T
Bi
R0 (θ0)R
T
Oi
per tant Ri (θi) haura` de prendre valors dins el conjunt R
T
Bi
Φ0 (x)R
T
Oi
. A difere`ncia del que
passa sobre el robot 0, el punt en que s’han d’assolir les orientacions no e´s constant i depe`n
de R = R0 (θ0). Per tant abans de veriﬁcar si les orientacions so´n assolibles, sera` necessari
determinar el punts on s’ha de veriﬁcar.
Els punts de W iR en que s’haura` d’estudiar l’equacio´ corresponen directament a :
Λip = esf (‖ pOi ‖,p)
⋂
Bi ◦W iR
que correspon als punts que estan directament lligats amb p. En la ﬁgura 3.3, s’il·lustra el
conjunt de punts que formarien Λip pel cas d’un espai de treball hexagonal.
En un punt yi ∈ Λip, el robot i pot assolir les orientacions Φi (yi), donat que la relacio´ entre p
i yi e´s:
RBiyi + pBi − p = RpOi (3.9)
R ha d’e´sser una rotacio´ sobre un eix perpendicular al pla deﬁnit per pOi i RBiyi + pBi − p† ,
i una quantitat igual a l’angle entre els dos vectors. En el cas 2D aixo` deﬁneix un´ıvocament la
rotacio´, pero` el cas 3D aquestes especiﬁcacions deﬁneixen tota una varietat unidimensional
de rotacions. Aix´ı si R correspon al conjunt d’orientacions solucio´ de (3.9), el conjunt
d’orientacions possibles en el punt x i ﬁxant yi seran:
R
⋂
Φ0 (x)
⋂
RBiΦi (yi)ROi
ﬁnalment el conjunt d’orientacions que el sistema multirobot podra` assolir en el punt p (Φ (p))
sera`:
Φ (p) =
⋃
∀yi∈Λip
{
R (Bi,pOi ,yi,p)
⋂
Φ0 (p)
⋂
RBiΦi (yi)ROi
}
(3.10)
on R (Bi,pOi ,yi,p) correspon a les solucions de (3.9).
Proposicio´ 3.8 Un punt x ∈ W∗R, pertany a WR si i nome´s si Φ (p) = ∅.
† En el cas particular que pOi = RBiyi + pBi − p la rotacio´ R e´s respecte l’eix deﬁnit per pOi .
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3.3.3 Qualitat de l’espai de treball
Una mesura que es sol emprar per estudiar la qualitat d’un punt (p) de l’espai realitzable, e´s
la quantitat d’orientacions es poden assolir en ell. Aix´ı doncs aquesta mesura es pot avaluar
com:
vol (Φ (p))
on vol correspon a la mesura de volum sobre SO(3). En el cas el punt estudiat (p) pertanyi a
l’espai destre vol (Φ (p)) = 8π2rad3.
Per tal d’estudiar l’evolucio´ de la qualitat de l’espai de treball a mesura que augmenta la
dista`ncia entre els punts de prensio´ del robot de refere`ncia i el robot i (‖ pOi ‖), s’utilitzara`
una aproximacio´ circular/esfe`rica de l’espai realitzable del robot i (W iR), i s’estudiara` en aquest
cas aproximat.
Donat l’espai de treball realitzable d’un robot W iR, e´s possible trobar una cercle/esfera de radi
mı´nim que inclou tots els punts de W iR, CWiR = esf (r, c).
El conjunt d’orientacions possibles en un punt determinat de l’espai de treball del sistema
multirobot queda ﬁxat per la interseccio´ amb entre W iR i un cercle/esfera de radi ‖ pOi ‖
i cercle el punt estudiat (esf (‖ pOi ‖,x)). Un cas conservador e´s calcular-les a trave´s de la
interseccio´ entre esf (‖ pOi ‖,x) i CWiR . El volum obtingut per aquest cas sera` sempre superior
o igual al real.
En els casos en que que r >‖ pOi ‖, e´s possible aplicar un desplac¸ament a CWiR de tal manera
que el cercle de radi ‖ pOi ‖ estigui totalment contingut dins CWiR , d’aquesta manera el rang
d’orientacions assolibles serien totes les possibles. Posteriorment, per ‖ pOi ‖> r no e´s possible
incloure totalment esf (‖ pOi ‖,x) dins CWiR , per aquest motiu el rang d’orientacions que es
poden assolir deixa d’e´sser complet. En aquests casos la situacio´ relativa que presenta una
interseccio´ de longitud/superf´ıcie ma`xima s’obte´ en el cas en que la dista`ncia entre els centres
e´s
√‖ pOi ‖2 −r2. En aquesta situacio´, pel cas 2D s’obte´ que el tant per 1 de la longitud que
pertany a la interseccio´ respecte al longitud de cercle complert e´s:
1
π
tan−1
(
r√‖ pOi ‖2 −r2
)
De manera similar en el cas 3D el tant per 1 de la superf´ıcie que pertany a la interseccio´ respecte
a la superf´ıcie total de la esfera e´s
1
2
(
1−
√‖ pOi ‖2 −r2
‖ pOi ‖
)
en ambdo´s casos s’observa que a mesura que ‖ pOi ‖ augmenta la proporcio´ de la interseccio´
cada cop e´s me´s petita. Per tant la quantitat d’orientacions possibles en el cas o`ptim e´s cada
cop me´s petita. A partir de la observacio´ d’aquesta evolucio´ e´s possible formular la segu¨ent
conjectura.
Conjectura 3.1 La qualitat de l’espai de treball decreix al augmentar la dista`ncia entre els
sistemes coordenats de prensio´.
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3.4 Espai d’orientacio´ constant
Figura 3.4: Exemple d’espai d’orientacio´ constant.
Seguint un enfoc similar al emprat en el cas de l’espai realitzable, primerament s’estudiara` la
forma que presenta l’espai d’orientacio´ constant del sistema multirobot, en el cas que tots els
manipuladors poden agafar totes les orientacions en tots els punts, i posteriorment s’eliminaran
els punts que no compleixen les restriccions d’orientacio´.
En la deﬁnicio´ 3.5 es presentava l’espai realitzable com la unio´ dels espais d’orientacio´
constant per totes les orientacions, per tant en el cas de treballar amb una u´nica orientacio´
predeterminada (α ∈ SO (n)), el conjunt de punts e´s:
W∗α =
{
p ∈ W0R, p ∈ αRTOipOi +Bi ◦W iR
}
(3.11)
on cal destacar que αRTOipOi e´s un desplac¸ament contant. Aquest espai de treball correspon a
la interseccio´ de l’espai de treball del manipulador de refere`ncia i del manipulador i afectada
per la transformacio´ Bi i desplac¸ada una dista`ncia ‖ pOi ‖ en una direccio´ que depe`n de la
orientacio´ de treball.
Com en el cas de l’espai realitzable, en aquesta primera aproximacio´ s’ha assumit que la equacio´
d’orientacio´ sempre es compleix, aquesta veriﬁcacio´ es planteja inicialment per cada punt p
de l’espai d’orientacio´ constant. Les restriccions que han de complir els diferents punts per
perta`nyer a l’espai d’orientacio´ constant d’una orientacio´ α predeterminada so´n:
α ∈ Φ0 (p)
RTBiαR
T
Oi
∈ Φi (yi)
on yi = R
T
Bi
(
p− pBi − αRTOipOi
)
.
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Cal tenir en compte que la posicio´ relativa de les bases (Bi) pot e´sser cr´ıtica en la forma i el
a`rea/volum de l’espai d’orientacio´ constant.
3.5 Espai de treball per rangs de posicions de prensio´
Quan es dissenya una cel·la multirobot e´s possible que no es manipuli u´nicament un tipus
de peces, o que la manera d’agafar les peces pugui canviar durant el proce´s de manipulacio´,
per aquest motiu te´ intere`s saber quin sera` l’espai de treball comu´ per tot aquest conjunt de
conﬁguracions.
Seguint amb l’enfoc d’estudiar primer el conjunt de punts possibles i despre´s validar-los a
trave´s de les equacions de rotacio´. Si [W∗R]r e´s l’espai de treball del sistema multirobot per
una dista`ncia entre el sistema coordenats de prensio´ de r, i el que interessa e´s determinar els
punts de treball candidats a perta`nyer a l’espai de treball comu´ per un conjunt de dista`ncies
de prensio´ Ψ, es pot calcular com la interseccio´ de tots ells, es a dir:
[W∗R]Ψ =
⋂
∀r∈Ψ
[W∗R]r (3.12)
com en el cas del ca`lcul de l’espai de treball realitzable aquestes expressions es poden ﬁcar en
funcio´ de la conﬁguracio´ relativa de les bases (Bi), i per tant e´s possible utilitzar la deﬁnicio´
pel disseny de cel·les multirobot.
L’estudi de les orientacions pot e´sser me´s complex, ja que els estudis presentats anteriors,
realitzen l’estudi del conjunt d’orientacions possibles en un punt de l’espai ﬁxat, aixo` permetia
determinar un punt p ∈ W0R i punt yi ∈ W iR. Encara que el punt p e´s independent del valor
de r, el valor de yi un cop ﬁxar Bi, estaran fortament lligats al valor de r. No resulta evident
determinar quines orientacions seran possibles. Aixo` implicara` fer un estudi d’orientacions
per cadascun dels valors de r i posteriorment calcular la interseccio´ del conjunt d’orientacions
possibles per cadascun d’ells.
3.6 Trajecto`ries dins l’espai de treball
Molts cops resulta interessant intentar dissenyar un espai de treball tal que un conjunt de
posicions estiguin incloses en ell, de la mateixa manera, e´s important que algunes trajecto`ries
que puguin unir aquests punts estiguin totalment incloses en ell.
Un primer punt e´s la deﬁnicio´ de trajecto`ria i posicio´, en el cas en que que aquestes es deﬁneixen
sobre SE(n), cosa que implica ﬁxar la posicio´ i la orientacio´ e´s una condicio´ forc¸a me´s restrictiva
que el cas de ﬁxar u´nicament la posicio´, es a dir deﬁnir les trajecto`ries sobre Rn.
Un enfoc senzill per aquest darrer plantejament e´s enfocar-ho de forma similar a com s’ha fet
en el cas del disseny de l’espai realitzable, es a dir expressar inicialment el conjunt de posicions-
trajecto`ries en el sistema de refere`ncia del manipulador de refere`ncia. En el suposat cas que
no sigui possible situats totes les posicions-trajecto`ries en el seu interior, el problema no te´
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solucio´. En cas en que sigui possible, es pot determinar la posicio´ relativa de les bases Bi en
la ﬁgura realitzable del robot i inclogui tambe´ el conjunt de posicions-trajecto`ries desitjades.
Posteriorment a aquest proce´s sera` necessari realitzar un estudi de les orientacions possibles en
cadascun de les posicions.
Cap´ıtol 4
Aplicacio´ a robots tipus SCARA
Figura 4.1: Exemple de robot industrial tipus SCARA (Font:
http://www.adept.com/main/products/robots/cobra600 dr.html)
En aquest cap´ıtol es desenvolupa d’estudi d’una cel·la multirobot composada per dos robots
tipus SCARA (Figura 4.1). Aquests tipus de robots so´n de gran intere`s en les tasques de
muntatge per la seva precisio´ i rapidesa en els moviments.
En la pra`ctica presenten 4 graus de llibertat, els dos primers de rotacio´ permeten posicionar-
se dins sobre un pla horitzontal, mentre que el tercer prisma`tic permet ﬁxar el pla de treball.
Finalment una quarta articulacio´ de rotacio´ permet ﬁxar l’orientacio´ de l’element terminal. Des
d’un punt de vista de l’espai de treball les caracter´ıstiques de les dues primeres articulacions
ﬁxaran la morfologia de l’espai de treball sobre un pla, mentre que la tercera genera una
translacio´ prisma`tica d’aquest. Per tant les caracter´ıstiques de l’espai de treball vindran ﬁxades
per les dues primeres articulacions i la quarta, per tant es pot menysprear la tercera a aquests
efectes. Aix´ı en aquest cap´ıtol s’assumira` que els robots no presenten aquesta tercera articulacio´.
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4.1 Caracteritzacio´ cinema`tica d’un robot scara
4.1.1 Descripcio´ cinema`tica
articulacio´ αi−1 ai−1 di θi θmin θmax
1 0 0 0 θ1 θ
min
1 θ
max
1
2 0 L1 0 θ2 θ
min
2 θ
max
2
3 0 L2 0 θ3 θ
min
3 θ
max
3
Taula 4.1: Para`metres DH d’un robot pla de tres graus de llibertat de rotacio´.
Totes les articulacions que formen aquest tipus de robot generen rotacions respecte eixos
perpendiculars a un mateix pla, per aquest motiu el moviment de l’element terminal del robot
esta` restringit a un pla. Els para`metres cinema`tics que deﬁneixen la seva estructura es poden
veure en la taula 4.1, on L1 i L2 corresponen a les longituds de les articulacions 1 i 2, θi
representa la conﬁguracio´ de l’articulacio´ i, i ﬁnalment [θmin,θmax] correspon al rang de valors
que pot prendre la articulacio´ i.
Les equacions que regulen la cinema`tica es poden obtenir aplicant el formalisme del producte
de exponencials en coordenades espaials:
g (θ) = eB̂1θ1eB̂2θ2eB̂3θ3N
on:
B1 =

0
0
0
0
0
1
 ,B2 =

0
−L1
0
0
0
1
 ,B3 =

0
−L1 − L2
0
0
0
1
 , N =

1 0 0 L1 + L2
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
 (4.1)
amb el que la cinema`tica pren la forma
g (θ) =

cos (θ1 + θ2 + θ3) − sin (θ1 + θ2 + θ3) 0 cos (θ1 + θ2)L2 + L1 cosθ1
sin (θ1 + θ2 + θ3) cos (θ1 + θ2 + θ3) 0 sin (θ1 + θ2)L2 + L1 sinθ1
0 0 1 0
0 0 0 1
 (4.2)
Una caracter´ıstica important d’aquesta cinema`tica e´s el fet que la posicio´ i la orientacio´ es
poden desacoblar fa`cilment, es a dir per ﬁxar una posicio´ sobre el pla s’utilitzen les dues
primeres articulacions, mentre que la tercera s’utilitza per compensar la orientacio´ introdu¨ıda
per les dues primeres i ﬁxar la orientacio´ desitjada.
A partir d’aquesta equacio´ e´s possible obtenir la aplicacio´ tangent en cada punt, en coordenades
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de l’objecte:
J =

L2 sinθ3 + L1 sin (θ2 + θ3) L2 sinθ3 0
L2 cosθ3 + L1 cos (θ2 + θ3) L2 cosθ3 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
1 1 1
 (4.3)
o en coordenades del mo´n:
J =

0 L1 sinθ1 L2 sin (θ1 + θ2) + L1 sinθ1
0 −L1 cosθ1 −L2 cos (θ1 + θ2)− L1 cosθ1
0 0 0
0 0 0
0 0 0
1 1 1
 (4.4)
4.1.2 Singularitats i particio´ de l’espai de conﬁguracions
L’estudi de les conﬁguracions singulars es realitzara` a partir de l’estudi de les aplicacions
tangents anteriorment presentades. Les conﬁguracions singulars coincidiran amb la pe`rdua
de rang d’aquestes, e´s a dir quan les columnes 1 i 2 de (4.3) o les 2 i 3 de (4.4) s’al·linein. Aixo`
es produeix quan:
sinθ2 = 0 (4.5)
Aquesta equacio´ te´ per solucio´ θ2 = 0 + π · k, k ∈ Z, aquestes conﬁguracions corresponen a
quan la segona articulacio´ del robot esta` totalment alineada amb la primera.
Donat que tots els graus de llibertat so´n c´ıclics, en el cas de no haver l´ımits meca`nics, el
nu´mero de particions generades e´s inﬁnit, i les fronteres de cadascuna estan deﬁnides per les
singularitats i les corbes θ1 = α1 + 2π · k, k ∈ Z i θ3 = α3 + 2π · k, k ∈ Z, on α1 i α3 s’utilitzen
per ﬁxar l’origen del mallat, ja que en principi no hi ha cap manera natural e fer-ho.
Un cas molt habitual en el cas de robots industrials, e´s que hi hagi limitacions meca`niques, es
a dir que les articulacions presentin un rang ﬁnit de treball. En la pra`ctica, la distribucio´ me´s
habitual queda determinada per −π < θmin1 < θ1 < θmax1 < π, −π < θmin2 < θ2 < θmax2 < π , i
−π < θmin3 < θ3 < θmax3 < π. En aquest cas l’espai de conﬁguracions u´nicament presenta dues
parts∗ :
• C1 = {(θ1,θ2,θ3) | 0 < θ2 < θmax2 ,θmin1 < θ1 < θmax1 ,θmin3 < θ3 < θmax3 }
• C2 = {(θ1,θ2,θ3) | θmin2 < θ2 < 0,θmin1 < θ1 < θmax1 ,θmin3 < θ3 < θmax3 }
En la ﬁgura 4.2 es mostra un esquema de les particions i la seva relacio´ amb les solucions de la
cinema`tica inversa.
∗ Un cas habitual e´s que θmax3 − θmin3 > 2π, en aquests casos el nu´mero de parts e´s me´s elevat
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θ1
θ2
θmin2 θ
max
2
θmin1
θmax1
θ2 = 0
Figura 4.2: Esquema de les particions i la seva relacio´ amb les solucions de la cinema`tica inversa
4.1.3 Estudi de l’espai de treball
Les fronteres de l’espai de treball d’un robot estan deﬁnides per aquelles conﬁguracions
corresponents a alguna singularitat o algun l´ımit meca`nic. Per tant, identiﬁcant cadascun
d’aquests elements sera` possible determinar automa`ticament les fronteres de l’espai de treball.
Cadascuna d’aquestes entitats correspondra` directament amb alguna de les fronteres de les
cel·les de l’espai de conﬁguracions. Donat que pels robots tipus SCARA les dues primeres
articulacions s’utilitzen per ﬁxar la posicio´. Estudiant el comportament la cinema`tica de les
dues primeres articulacions sera` possible estudiar el rang de posicions assolible pel robot.
En el cas en que θ3 te´ un rang de treball superior o igual a 2π, aleshores en totes les posicions
sera` possible assolir totes les orientacions. En cas contrari el rang d’orientacions assolible en
un punt sera` igual al rang de valors que pugui prendre θ3, encara que la distribucio´ dependra`
de la orientacio´ ﬁxada per les dues primeres articulacions.
En els estudis que seguiran s’assumira` que L2 < L1. Aquest simpliﬁcacio´ permet simpliﬁcar
algunes de les expressions resultants.
A mode d’exemple estudiara` l’espai de treball associat a la primera particio´. Aquesta particio´
sobre C te´ forma de rectangle:
P 2C =
(
θmax1 ,θ
min
2
) • ρ3C = θmax1 • P 3C = (θmax1 ,θmax2 )
P 1C =
(
θmin1 ,θ
min
2
) •
ρ2C = θ
min
2
ρ1C = θ
min
1
•
ρ4C = θ
max
2
P 4C =
(
θmin1 ,θ
max
2
)
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ρ
4O
L1 = 8, L2 = 4
θ1 ∈ [0, π]
θ2 ∈ [0, 3π
4
]
Figura 4.3: Exemple de l’espai de treball i corbes que formen la seva frontera.
per tant la frontera de la particio´ esta` deﬁnida per quatre corbes (ρiC) que en aquest cas so´n
segments de recta. Cadascuna d’aquestes corbes te´ una equivalent sobre l’espai de treball (ρiO)
obtinguda a trave´s de la aplicacio´ de la cinema`tica sobre ρiC. Les corbes ρ
i
O deﬁniran la frontera
de la particio´ sobre O. Les expressions anal´ıtiques de cadascuna d’aquestes corbes so´n:
•
ρ1O =
[
L1 cosθ
min
1 + L2 cos
(
θmin1 + θ2
)
L1 sinθ
min
1 + L2 sin
(
θmin1 + θ2
) ]θ2 ∈ [θmax2 ,θmin2 ] (4.6)
aquesta expressio´ correspon a un arc de cercle de centre L1
[
cosθmin1 , sinθ
min
1
]
i radi L2
amb l’angle en l’interval
[
θmin1 + θ
min
2 ,θ
min
1 + θ
max
2
]
.
•
ρ2O =
[
L1 cosθ1 + L2 cos(θ1 + θ
min
2 )
L1 sinθ1 + L2 sin(θ1 + θ
min
2 )
]
θ1 ∈
[
θmin1 ,θ
max
1
]
(4.7)
aquesta expressio´ correspon a un arc de cercle de centre [0, 0] i radi L21+2L1L2 cosθ
min
2 +L
2
2
amb l’angle en l’interval[
arctan
(
L1 sinθ
min
1 + L2 sin
(
θmin1 + θ
min
2
)
, L1 cosθ
min
1 + L2 cos
(
θmin1 + θ
min
2
))
,
arctan
(
L1 sinθ
max
1 + L2 sin
(
θmax1 + θ
min
2
)
, L1 cosθ
max
1 + L2 cos
(
θmax1 + θ
min
2
))]
54 CAPI´TOL 4. APLICACIO´ A ROBOTS TIPUS SCARA
a b
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Figura 4.4: Alguns exemples d’espais de treball en robot scara.
•
ρ3O =
[
L1 cosθ
max
1 + L2 cos (θ
max
1 + θ2)
L1 sinθ
max
1 + L2 sin (θ
max
1 + θ2)
]
θ2 ∈
[
θmax2 ,θ
min
2
]
(4.8)
aquesta expressio´ correspon a un arc de cercle de centre L1 [cosθ
max
1 , sinθ
max
1 ] i radi L2
amb l’angle en l’interval
[
θmax1 + θ
min
2 ,θ
max
1 + θ
max
2
]
•
ρ4O =
[
L1 cosθ1 + L2 cos (θ1 + θ
max
2 )
L1 sinθ1 + L2 sin (θ1 + θ
max
2 )
]
θ1 ∈
[
θmax1 ,θ
min
1
]
(4.9)
aquesta expressio´ correspon a un arc de cercle de centre [0, 0] i radi L21+2L1L2 cosθ
max
2 +L
2
2
amb l’angle en l’interval[
arctan
(
L1 sinθ
min
1 + L2 sin
(
θmin1 + θ
max
2
)
, L1 cosθ
min
1 + L2 cos
(
θmin1 + θ
max
2
))
,
arctan (L1 sinθ
max
1 + L2 sin (θ
max
1 + θ
max
2 ) , L1 cosθ
max
1 + L2 cos (θ
max
1 + θ
max
2 ))]
Proposicio´ 4.1 La frontera de l’espai de treball dels robots tipus SCARA esta` formada per
segments de cercles. (Un exemple d’aquestes corbes e´s Fig. 4.3).
En la Figura 4.4 es presenta la forma de l’espai de treball per diferents valors dels rangs de
treball de les diferents articulacions, i les longituds de les articulacions. Com es pot observar la
seva morfologia e´s prou variada encara que les expressions anal´ıtiques de les corbes siguin les
mateixes.
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4.1.4 Estudi de Manipulabilitat
El·lipsoide cla`ssic El·lipsoide d’isometria
Figura 4.5: El·lipsoids de Manipulabilitat.
Per fer l’estudi de manipulabilitat d’aquest tipus de mecanisme, en primer lloc es deﬁniran les
me`triques sobre l’espai de conﬁguracions i sobre l’espai de treball. En l’espai de conﬁguracions
es considerara` que el moviment de totes les articulacions te´ el mateix cost, per tant la me`trica
en coordenades el angles de les articulacions prendra` la forma:
HC =
 1 0 00 1 0
0 0 1
 (4.10)
mentre que en l’espai de treball s’ha seleccionat una me`trica isotro`pica excepte pel grau de
llibertat de rotacio´ que tindra` una ponderacio´ diferent:
HO =
 1 0 00 1 0
0 0 β
 (4.11)
en aquest cas s’ha seleccionat β = 2. La mesura d’isometria, entre la me`trica natural de C i la
indu¨ıda des de O a trave´s de la cinema`tica pren la forma:
M = H−1C J
THOJ (4.12)
que en el cas aqu´ı plantejat es pot escriure:
M =
 L22 + 2L2L1 cosθ2 + L21 + β L22 + L2L1 cosθ2 + β βL22 + L2L1 cosθ2 + β L22 + β β
β β β
 (4.13)
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Es pot observar que la mesura de manipulabilitat u´nicament depe`n de θ2, a me´s el seu
determinant e´s:
βL22L
2
1
(
1− (cosθ2)2
)
amb la qual cosa es prova que e´s un me`trica en tots els punts excepte en les singularitats que
es comporta com una pseudome`trica.
En la ﬁgura 4.5 es presenta una representacio´ de proposada en la seccio´ 2.8 i l’el·lipsoide obtingut
cla`ssic [Yoshikawa, 1990]. La principal difere`ncia entre ambdo´s e´s que l’el·lisoide cla`ssic esta`
orientat en el sistema de refere`ncia, mentre que l’el·lisoide d’isometria presenta una orientacio´
ﬁxa en l’element terminal del robot.
4.2 Espai de treball del sistema multirobot
Un cop presentades les caracter´ıstiques dels robots SCARA, seguidament es presenten les
caracter´ıstiques i propietats de l’espai de treball del sistema multirobot formats per robots
d’aquest tipus. L’estudi que es presenta esta` basat en la metodologia proposada en el cap´ıtol
3.
De forma pre`via a l’estudi de l’espai de treball del sistema multirobot es presenta la construccio´
de la ﬁgura destra i la ﬁgura realitzable, posteriorment s’analitzaran els espais de treballs
associats.
4.2.1 Construccio´ de la ﬁgura destra
Els punts que pertanyen a la ﬁgura destra so´n aquells que pertanyen a l’espai destre del robot
i i un cercle de radi ‖ pOi ‖ centrat en ell esta` totalment inclo`s en el d’espai destre del robot
(Deﬁnicio´ 3.3). Donat que l’espai de treball d’un robot de tipus SCARA no presenta forats, tots
els punts que presenten una dista`ncia mı´nima a la frontera de l’espai de treball major o igual
que ‖ pOi ‖ pertanyen a la ﬁgura destra. Per tant la frontera de la ﬁgura destra estara` formada
per corbes que estan una dista`ncia ‖ pOi ‖ de la frontera de l’espai de treball. Aquestes corbes
es poden construir de la manera:
ψiO  ρiO + sign
(
ρiO
) ρiO⊥
‖ ρiO⊥ ‖
‖ pOi ‖
on ρiO
⊥
representa un vector normal a ρiO, sign (ψ
i
O) val 1 per corbes co`ncaves (ρ
1
O,ρ
4
O) i −1 per
corbes convexes (ρ2O,ρ
3
O).
Aix´ı la frontera de la ﬁgura destra estara` forma per les corbes.
ψ1O =
[
L1 cosθ
min
1 + (L2+ ‖ pOi ‖) cos(θmin1 + θ2)
L1 sinθ
min
1 + (L2+ ‖ pOi ‖) sin(θmin1 + θ2)
]
aquesta expressio´ correspon a un arc de cercle de centre L1
[
cosθmin1 , sinθ
min
1
]
i radi
| L2+ ‖ pOi ‖| amb l’angle en l’interval
[
θmin1 + θ
max
2 ,θ
min
1 + θ
min
2
]
.
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←
ρ
1
O
←
ρ
2 O
←
ρ
3O
←
ρ 4O ← ψ1O
←
ψ
2O
←
ψ
3 O
← ψ4O
L1 = 8, L2 = 4
θ1 ∈ [0, π]
θ2 ∈
[
0, 3π
4
]
‖ pOi ‖= 32
Figura 4.6: Estructura de la ﬁgura destra d’un robot tipus SCARA.
ψ2O =
[
α1 cosθ1 + α
2 cos(θ1 + θ
min
2 )
α1 sinθ1 + α
2 sin(θ1 + θ
min
2 )
]
on α1  L1 − L1‖pOi‖√
2L1L2 cos(θ
min
2 )+L
2
1+L
2
2
i α2  L2 − L2‖pOi‖√
2L1L2 cos(θ
min
2 )+L
2
1+L
2
2
aquesta expressio´
correspon a un arc de cercle de centre [0, 0] i radi
√
(α2)2 + (α1)2 + 2 · α1 · α2 cosθmin2
amb l’angle en l’interval[
arctan
(
α1 sinθmin1 + α
2 sin
(
θmin1 + θ
min
2
)
, α1 cosθmin1 + α
2 cos
(
θmin1 + θ
min
2
))
,
arctan
(
α1 sinθmax1 + α
2 sin
(
θmax1 + θ
min
2
)
, α1 cosθmax1 + α
2 cos
(
θmax1 + θ
min
2
))]
ψ3O =
[
L1 cosθ
max
1 + (L2 − pOi) cos (θmax1 + θ2)
L1 sinθ
max
1 + (L2 − pOi) sin (θmax1 + θ2)
]
aquesta expressio´ correspon a un arc de cercle de centre L1 [cosθ
max
1 , sinθ
max
1 ] i radi
| L2 − pOi | amb l’angle en l’interval
[
θmax1 + θ
min
2 ,θ
max
1 + θ
max
2
]
.
ψ4O =
[
α3 cosθ1 + α
4 cos (θ1 + θ
max
2 )
α3 sinθ1 + α
4 sin(θ1 + θ
max
2 )
]
on α3  L1 + L1‖pOi‖√
2L1L2 cosθ
max
2 +L
2
1+L
2
2
i α4  L2 + L2‖pOi‖√
2L1L2 cosθ
max
2 +L
2
1+L
2
2
aquesta expressio´
correspon a un arc de cercle de centre [0, 0] i radi
√
(α3)2 + (α4)2 + 2 · α3 · α4 cosθmax2
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amb l’angle en l’interval[
arctan
(
α3 sinθmin1 + α
4 sin
(
θmin1 + θ
max
2
)
, α3 cosθmin1 + α
4 cos
(
θmin1 + θ
max
2
))
,
arctan (α3 sinθmax1 + α
4 sin(θmax1 + θ
max
2 ), α
3 cosθmax1 + α
4 cos (θmax1 + θ
max
2 ))]
A me´s d’aquestes corbes, els cercles de radi ‖ pOi ‖ centrats en els ve`rtexs de la frontera de
l’espai destre tambe´ poden formar part de la frontera de la ﬁgura destra. Un exemple d’aquestes
corbes i la seva relacio´ amb l’espai de treball inicial es presenta en la ﬁgura 4.6.
Proposicio´ 4.2 La frontera de la ﬁgura destra dels robots tipus SCARA esta` formada per
segments de cercles.
Proposicio´ 4.3 Quan ‖ pOi ‖ creix, l’a`rea de la ﬁgura destra decreix.
Demostracio´
El valor ‖ pOi ‖ ma`xim pel que existeix la ﬁgura destra s’obte´ quan ψ2O i ψ3O entren en contacte.
Aixo` passa per ‖ pOi ‖= L22 . Cal notar que ρ2O i ρ3O so´n cercles i els seus radis estan separats
una dista`ncia L2, i els punts de ψ
2
O estan separats dels de ψ
4
O una dista`ncia de L2 − 2 ‖ pOi ‖.
Un cop caracteritzada la ﬁgura destra, l’estudi de l’espai de treball destre del sistema multirobot
es limita a ﬁxar la posicio´ relativa de les bases, aplicar aquesta transformacio´ a la ﬁgura
destra i posteriorment determinar la interseccio´ amb l’espai de treball de l’altre robot. Donat
que ambdues ﬁgures estan formades per arcs de cercle aquesta interseccio´ es pot realitzar
anal´ıticament.
Proposicio´ 4.4 La frontera de l’espai de treball destre d’un robot tipus SCARA esta` formada
per segments de cercle.
Demostracio´
Donat que la frontera de la ﬁgura destra i la frontera de l’espai de treball, i que l’espai de treball
destre estara` format per la interseccio´ d’ambdues ﬁgures geome`triques.
4.2.2 Construccio´ de la ﬁgura realitzable
La ﬁgura realitzable es deﬁneix com la convolucio´ entre un cercle de radi ‖ pOi ‖ i centre
l’origen amb l’espai de treball realitzable del robot. Es a dir que qualsevol punt que pertany a
un cercle de radi ‖ pOi ‖ i centrat en algun punt que pertany a l’espai de treball, pertany a la
ﬁgura realitzable. Seguint aquest plantejament es possible associar a cadascuna de les corbes
que formen l’espai de treball, una altra corba generada per l’envolvent obtinguda al passar un
cercle sobre aquesta corba. Aquest conjunt d’envolvents es construeixen de la forma:
ψiO  ρiO − sign
(
ρiO
) ρiO⊥
‖ ρiO⊥ ‖
‖ pOi ‖
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←
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L1 = 8, L2 = 4
θ1 ∈ [0, π]
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[
0, 3π
4
]
‖ pOi ‖= 32
Figura 4.7: Estructura de la ﬁgura realitzable per un robot tipus SCARA.
aquesta estructura e´s similar a la de les corbes de la ﬁgura destra, amb la principal difere`ncia
del signe en la adicio´ de la component normal.
El resultat d’avaluar aquest expressions e´s:
ψ1O =
[
L1 cosθ
min
1 + (L2− ‖ pOi ‖) cos
(
θmin1 + θ2
)
L1 sinθ
min
1 + (L2− ‖ pOi ‖) sin
(
θmin1 + θ2
) ]
aquesta expressio´ correspon a un arc de cercle de centre L1
[
cosθmin1 , sinθ
min
1
]
i radi
| L2− ‖ pOi ‖| amb l’angle en l’interval
[
θmin1 + θ
min
2 ,θ
min
1 + θ
max
2
]
.
ψ2O =
[
α5 cosθ1 + α
6 cos
(
θ1 + θ
min
2
)
α5 sinθ1 + α
6 sin
(
θ1 + θ
min
2
) ]
on α5  L1 + L1‖pOi‖√
2L1L2 cosθ
min
2 +L
2
1+L
2
2
i α6  L2 + L2‖pOi‖√
2L1L2 cosθ
min
2 +L
2
1+L
2
2
aquesta expressio´
correspon a un arc de cercle de centre [0, 0] i radi
√
(α5)2 + (α6)2 + 2 · α5 · α6 cosθmin2
amb l’angle en l’interval[
arctan
(
α5 sinθmin1 + α
6 sin
(
θmin1 + θ
min
2
)
, α5 cosθmin1 + α
6 cos
(
θmin1 + θ
min
2
))
,
arctan
(
α5 sinθmax1 + α
6 sin
(
θmax1 + θ
min
2
)
, α5 cosθmax1 + α
6 cos
(
θmax1 + θ
min
2
))]
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‖ pOi ‖= 14
‖ pOi ‖= 1
‖ pOi ‖= 10
‖ pOi ‖= 100
Figura 4.8: Figura realitzable de l’espai de treball presentat en la ﬁgura 4.7 per un conjunt de
valors de ‖ pOi ‖.
ψ3O =
[
L1 cosθ
max
1 + (L2+ ‖ pOi ‖) cos(θmax1 + θ2)
L1 sinθ
max
1 + (L2+ ‖ pOi ‖) sin(θmax1 + θ2)
]
aquesta expressio´ correspon a un arc de cercle de centre L1 [cosθ
max
1 , sinθ
max
1 ] i radi
‖ L2+ ‖ pOi ‖‖ amb l’angle en l’interval
[
θmax1 + θ
min
2 ,θ
max
1 + θ
max
2
]
.
ψ4O =
[
α7 cosθ1 + α
8 cos (θ1 + θ
max
2 )
α7 sinθ1 + α
8 sin (θ1 + θ
max
2 )
]
on α7  L1 − L1‖pOi‖√
2L1L2 cosθ
max
2 +L
2
1+L
2
2
i α8  L2 − L2‖pOi‖√
2L1L2 cosθ
max
2 +L
2
1+L
2
2
aquesta expressio´
correspon a un arc de cercle de centre [0, 0] i radi
√
(α7)2 + (α8)2 + 2 · α7 · α8 cosθmin2
amb l’angle en l’interval[
arctan
(
α7 sinθmin1 + α
8 sin
(
θmin1 + θ
max
2
)
, α7 cosθmin1 + α
8 cos
(
θmin1 + θ
max
2
))
,
arctan (α7 sinθmax1 + α
8 sin (θmax1 + θ
max
2 ) , α
7 cosθmax1 + α
8 cos (θmax1 + θ
max
2 ))]
A me´s d’aquestes corbes, els cercles de radi ‖ pOi ‖ centrats en els ve`rtexs de la frontera de
l’espai realitzable tambe´ poden formar part de la frontera de la ﬁgura realitzable. Un exemple
d’aquestes corbes i la seva relacio´ amb l’espai de treball inicial es presenta en la ﬁgura 4.7.
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L1 = 7, L2 = 2
θ1 ∈
[
0, 7.5π
4
]
θ2 ∈
[
0, 3π
4
]
‖ pOi ‖= 0 ‖ pOi ‖= 1.772
‖ pOi ‖= 1.1 ‖ pOi ‖= 1.25
Figura 4.9: Figura realitzable per un conjunt de valors de ‖ pOi ‖.
Proposicio´ 4.5 La frontera de la ﬁgura realitzable dels robots tipus SCARA esta` formada per
arcs de cercle.
Demostracio´
Un cop observada la forma de les corbes resulta trivial.
A difere`ncia de la ﬁgura destra, la ﬁgura realitzable presenta una morfologia que e´s bastant
depenen dels valors de ‖ pOi ‖, L1, L2, i el rang de valors que prenen θ1 i θ2. A mode d’exemple
la ﬁgura 4.8 presenta la evolucio´ de la ﬁgura realitzable a mesura que ‖ pOi ‖ va augmentat
per l’espai de treball presentat en la ﬁgura 4.7. Per ‖ pOi ‖= 0, la ﬁgura realitzable correspon
directament amb l’espai de treball realitzable; a mesura que ‖ pOi ‖= 0 va augmentat i per
valors de ‖ pOi ‖ petits en comparacio´ amb el tamany de l’espai realitzable la ﬁgura realitzable
presenta una morfologia similar a l’espai de treball amb la principal difere`ncia que els ve`rtexs
es van suavitzant, ja que so´n substitu¨ıts per cercles de radi ‖ pOi ‖; per valors de ‖ pOi ‖ me´s
grans alguns d’aquests cercles comencen a intersectar entre ells fent desapare`ixer algunes de les
corbes (ψ4O, ψ
1
O) i la ﬁgura realitzable comenc¸a a semblar-se cada cop me´s a un cercle. Aquest
proce´s continua endavant ﬁns que per un valor de ‖ pOi ‖ que e´s aproximadament la meitat del
tamany l’espai de treball la ﬁgura realitzable presenta un forat interior. Per valors de ‖ pOi ‖
me´s grans la ﬁgura realitzable tendeix assimpto`ticament a una corona circular. Aquest tipus
d’evolucio´ es pot considerar gene`ric, encara que els detalls exactes depenen fortament de les
relacions entre els para`metres que deﬁneixen l’espai de treball realitzable.
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En la Figura 4.9 es presenta un altre exemple de la evolucio´ de morfologia de la ﬁgura realitzable.
En aquest cas particular apareixen forat interns per valors de ‖ pOi ‖ petits en comparacio´ amb
el tamany de l’espai de treball realitzable. Aquest tipus de forat te´ una procede`ncia totalment
diferent que els forats que s’han comentat en l’exemple anterior. Aquest tipus de morfologia
apareix quan θ1 presenta un rang de valors d’amplitud propera a 2π. Encara que per valors
petits de ‖ pOi ‖ aquest tipus d’espai de treball realitzable presenta ﬁgures realitzable amb
morfologies rares, a mesura que ‖ pOi ‖ va creixent aquest forats interiors desapareixen i la
ﬁgura realitzable presenta una morfologia bastant semblant a la del exemple anterior.
Un cop caracteritzada la ﬁgura realitzable i l’espai de treball, e´s necessari ﬁxar la situacio´
relativa de les bases, aplicar-la a la ﬁgura realitzable i ﬁnalment calcular la interseccio´ de entre
ambdues ﬁgures geome`triques. Donat que les fronteres d’ambdues ﬁgures geome`triques estan
formades per arcs de cercle, e´s possible determinar anal´ıticament la interseccio´ i per tant la
interseccio´.
A difere`ncia del que passa en el cas del ca`lcul de l’espai destre, aqu´ı e´s necessari veriﬁcar quin
e´s el conjunt d’orientacions possibles en cada punt d’aquesta interseccio´. En el cas pitjor punts
que pertanyen a aquesta interseccio´ no formaran part de l’espai de treball realitzable del sistema
multirobot ja que no compliran les equacions de rotacio´.
4.2.3 Solucio´ del Problema d’orientacio´
‖ p
O
i
‖
Figura 4.10: Estudi de les orientacions compatibles en un punt donat.
Per determinar el conjunt d’orientacions que es poden assolir en un punt p predeterminat,
s’aplica el procediment descrit en la seccio´ 3.3.2. En el cas en qu¨estio´ i donat que totes les
ﬁgures geome`triques implicades tenen les seves fronteres formades per arcs de cercle, el ca`lcul
de Λip es pot fer anal´ıticament.
Una altra qu¨estio´ que simpliﬁca notablement els ca`lculs e´s el que fet que la cinema`tica inversa
de la orientacio´ esta` desacoblat de la cinema`tica inversa de la posicio´. Per aquest motiu un
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robot SCARA pot assolir un rang d’orientacions en el seu element terminal igual del mateix
tamany que rang de valors que pot prendre la seva tercera articulacio´.
Corolari 4.1 El rang d’orientacions que el sistema multirobot pot e´sser discontinu (Figura
4.10)
4.3 Disseny
L11 L
1
2 L
1
3 L
2
1 L
2
2 L
2
3
1 1
2
0 3 1
2
0
θ11 θ
1
2 θ
1
3 θ
0
1 θ
0
2 θ
0
3
[0, π]
[
0, π
2
]
[0, 2π] [0, π] [0, π] [0, 2π]
Taula 4.2: Dades nume`riques del robot. Ljk, correspon a la longitud de la articulacio´ k del
robot j expressades en unitats de longitud. θjk, correspon al rang de valors de l’articulacio´ k
del robot j expressat en radians.
B0 B1
Figura 4.11: Espais de treball realitzables individuals i ﬁgura realitzable del robot 1.
Un cop s’han introdu¨ıt les eines d’ana`lisi de l’espai de treball del sistema multirobot, e´s
possible atacar el problema de disseny. En aquest problema s’intenta determinar quina e´s
la situacio´ relativa de les bases (Bi) que fa que l’espai de treball del sistema multirobot sigui
l’o`ptim. Donada la gran varietat de morfologies que pot presentar l’espai de treball i la ﬁgura
destra/realitzable sembla complicat sino´ impossible determinar de forma gene`rica una solucio´
pel problema. Per aquest motiu s’ha plantejat una solucio´ nume`rica al problema, en aquest
cas i a mode d’exemple es planteja la localitzacio´ de la situacio´ relativa de les bases tal que es
maximitzi l’espai de treball realitzable del sistema multirobot. En els exemples que seguiran
s’utilitzaran els valors nume`rics del sistema multirobot deﬁnit en la Taula 4.2 (Figura 4.11).
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Figura 4.12: La interseccio´ de l’espai de treball amb la ﬁgura realitzable pot estar formada per
regions disconnexes.
Aix´ı el problema plantejat e´s:
max
Bi
vol (WR)
per atacar el problema s’assumeix que WR =W∗R, cosa raonable ja que els rangs de les terceres
articulacions e´s ma`xim† . Com ja s’ha comentat anteriorment el ca`lcul de vol (WR) es fa de
forma anal´ıtica, ja que es disposa d’una representacio´ anal´ıtica de WR.
Aquest problema es pot afrontar amb un algorisme d’optimitzacio´ cla`ssic. El principal
inconvenient e´s que la funcio´ de cost e´s no convexa, per tant es pot caure fa`cilment en un
mı´nim local. Per aquest motiu abans d’aplicar el me`tode d’optimitzacio´ es genera un mallat
de baixa resolucio´ sobre l’espai de dades, per tal d’obtenir unes condicions inicials adequades
al problema d’optimitzacio´.
Durant el proce´s d’optimizacio´ e´s fa`cil caure en conﬁguracions en les que l’espai de treball sigui
no connex (Figure 4.12). En aquest casos s’avalua el volum de l’espai de treball com el volum
de la regio´ connexa me´s gran.
Un cop s’ha obtingut la situacio´ relativa o`ptima e´s necessari validar el conjunt d’orientacions que
es poden obtenir en cadascun dels punts de l’espai de treball. En la Figura 4.13 es presenta la
solucio´ obtinguda pel cas estudiat, i codiﬁcat amb colors sobre cada punt el rang d’orientacions,
expressat en radians, que pot assolir la cadena cinema`tica tancada.
En alguns casos sera` necessari introduir restriccions sobre la dista`ncia mı´nima a la que
poden estar situades les bases del diferents robots, per tal d’evitar que estiguin f´ısicament
superposades.
† Aixo` e´s aix´ı en la majoria de robots SCARA del mercat
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Figura 4.13: Ubicacio´ o`ptima pel cas dels manipuladors estudiats.
Interseccio´ d’El·lipsoides El·lipsoide d’isometria
Figura 4.14: El·lipsoides de Manipulabilitat per l’espai de treball de la ﬁgura 4.13 estudiat per
orientacio´ constant igual a la identitat.
En la ﬁgura 4.14 es presenta l’espai de treball, per orientacio´ constant (amb una orientacio´
igual a la identitat), sobre l’espai de treball s’han dibuixat dues mesures de manipulabilitat.
En primer lloc es presenta la superposicio´ dels el·lipsoids de manipulabilitat individuals, mentre
que en l’altra es presenta la mesura de manipulabilitat proposada (seccio´ 2.8), com es pot veure
la interseccio´ dels el·lipsoids determina algunes zones com inadequades, aquestes mateixes zones
so´n classiﬁcades com adequades per la mesura d’isometria proposada. Aixo` e´s degut a que
aquesta segona mesura te´ en compte l’estructura de la cadena cinema`tica i l’espai de treball
mentre que la primera u´nicament te´ en compte les caracter´ıstiques individuals de cadascun dels
robots.
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Cap´ıtol 5
Aplicacio´ a robots tipus PUMA
Figura 5.1: Robot RX-90 (Font: http://www.staubli.com/).
En aquest cap´ıtol es presenta l’aplicacio´ de la metodologia proposada al cas d’una cel·la
multirobot composada per dos robots RX-90 (Figura 5.1). Aquests robots presenten una
estructura cinema`tica similar a la dels robots PUMA desenvolupats per Unimation. Aquests
darrers han esdevinguts uns cla`ssics tan el la robo`tica industrial com en la robo`tica teo`rica hi
han estat estudiats des de numerosos punts de vista.
A part de la seva estructura caracter´ıstica aquest tipus de robots ha estat triat ja que la cel·la
multirobot de l’Institut d’Organitzacio´ i Control de Sistemes Industrials (IOC) esta` formada
per robots d’aquest tipus.
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5.1 Caracteritzacio´ cinema`tica d’un robot RX
5.1.1 Descripcio´
articulacio´ αi−1(rad) ai−1 di θi θmin θmax
1 0 0 0 θ1 θ
min
1 θ
max
1
2 −π
2
0 0 θ2 θ
min
2 θ
max
2
3 0 a2 d3 θ3 θ
min
3 θ
max
3
4 −π
2
a3 d4 θ4 θ
min
4 θ
max
4
5 π
2
0 0 θ5 θ
min
5 θ
max
5
6 −π
2
0 0 θ6 θ
min
6 θ
max
6
Taula 5.1: Para`metres DH d’un robot amb estructura PUMA.
La cinema`tica dels robots RX-90 presenta una estructura ide`ntica a la dels robots PUMA (Taula
5.1), amb uns para`metres que simpliﬁquen la seva estructura (Taula 5.2). El fet que alguns dels
para`metres s’anul·lin simpliﬁca el ca`lcul de la cinema`tica directa e inversa, a me´s de modiﬁcar
lleugerament la distribucio´ de les singularitats i l’estructura del volum de treball.
Els robots tipus PUMA tenen 6 graus de llibertat de rotacio´, on els eixos de rotacio´ de les
tres darrers articulacions intersecta en un mateix punt. En aquest tipus de mecanismes e´s
possible desacoblar la solucio´ de la cinema`tica inversa en la solucio´ de la posicio´ i la solucio´ de
la orientacio´ [Pieper, 1968] [Gupta, 1997] [Merlet, 2000], aix´ı els tres primers graus de llibertat
s’utilitzen per ﬁxar la posicio´ i els tres darrers per ﬁxar la orientacio´. Aquesta caracter´ıstica
simpliﬁca, notablement, l’estudi de la cinema`tica i l’espai de treball.
5.1.2 Singularitats
Les singularitats d’un robot corresponent a aquelles conﬁguracions on l’aplicacio´ tangent
perd algun grau de llibertat. Pel cas d’aplicacions quadrades, aixo` e´s equivalent a aquelles
conﬁguracions on el determinant de la matriu de Jacobi s’anul·la. Pel cas del manipulador
a2 a3 d3 d4
450mm 0 0 450mm
θmin1 θ
max
1 θ
min
2 θ
max
2 θ
min
3 θ
max
3
−25π
18
7π
18
−227π
180
47π
180
−58π
45
13π
45
θmin4 θ
max
4 θ
min
5 θ
max
5 θ
min
6 θ
max
6
−3π
2
3π
2
−28π
45
28π
45
−3π
2
3π
2
Taula 5.2: Para`metres del robot RX-90 (els angles estan expressats en radians).
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RX-90 aixo` correspon a :
det {J} = a32 [− cosθ2 + sin (θ2 + θ3)] cosθ3 sinθ5 = 0 (5.1)
Seguint la ana`lisi tradicionalment aplicada sobre als robot tipus PUMA [Craig, 1986]. El
determinant 5.1 es pot expressar com el producte de tres elements, cadascun d’ells lligat a
una problema`tica concreta i amb una interpretacio´ f´ısica diferenciada. Per aquest motiu en els
robots de tipus PUMA, i en concret en el RX es sol aplicar la segu¨ent classiﬁcacio´:
• Singularitat de Canell (wrist singurilarity) : Aquesta singularitat es produeix quan l’eix
de rotacio´ 4 i el 6 queden totalment alineats, i per tant les rotacions del grau de llibertat
4 i del 6 so´n equivalents.
Des del punt de vista del determinant, aquesta singularitat e´s equivalent a:
sinθ5 = 0
Les conﬁguracions que compleixen aixo` so´n de la forma: θ5 = {0, π}. Degut a que
la estructura cinema`tica del RX permet desacoblar la posicio´ de la orientacio´, aquesta
singularitat no afecta a la posicio´.
• Singularitat de Colze (elbow singurilarity ): Aquesta singularitat correspon al cas en que
la tercera articulacio´ esta` totalment alineada amb la segona articulacio´, i per tant el brac¸
esta` totalment estirat. Aixo` fa que resulti impossible que l’element terminal s’allunyi me´s
de la base del robot. Per tant aquesta singularitat deﬁneix la frontera exterior de l’espai
de treball.
Des del punt de vista del determinant, aquesta singularitat e´s equivalent a:
cosθ3 = 0
Els valors de θ3 que compleixen aquesta equacio´ so´n de la forma θ3 = ±π2 , pero` degut
a les restriccions de les articulacions reals del RX-90, les conﬁguracions possibles so´n
u´nicament de la forma θ3 = −π2 .
La varietat deﬁnida per les conﬁguracions que estan sobre aquesta singularitat es notara`
com ρ1C
• Singularitat d’Aliniament (alingment singurilarity): En aquest cas l’eix de rotacio´ 1
s’alinea amb l’eix de rotacio´ 4, per aquest motiu el moviment del primer grau de llibertat
no provoca una variacio´ en la posicio´ del canell, i u´nicament modiﬁca la seva orientacio´
de forma ide`ntica a la que ho fa el moviment del quart grau de llibertat.
Les caracter´ıstiques d’aquesta singularitat canvien notablement en el cas de robots tipus
PUMA ja que aquestes singularitats provoquen l’aparicio´ d’un forat intern en l’espai de
treball (cilindre en el cas del robot PUMA560).
Des del punt de vista del determinant, aquesta singularitat e´s equivalent a:
− cosθ2 + sin (θ2 + θ3) = 0
Les varietats impl´ıcites deﬁnides per l’equacio´ anterior poden expressar-se en forma de
rectes. En concret les rectes contingudes dins a l’espai de treball del RX-90 so´n:
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S1: θ3 = −2θ2 − 3π2 , θ2 = −12
(
θ3 +
3π
2
)
La varietat deﬁnida per les conﬁguracions que estan sobre aquesta singularitat es
notara` com ρ6C.
S2: θ3 = −2θ2 + π2 , θ2 = −12
(
θ3 − π2
)
.
La varietat deﬁnida per les conﬁguracions que estan sobre aquesta singularitat es
notara` com ρ7C.
S3: θ3 = −2θ2 − 7π2 , θ2 = −12
(
θ3 +
7π
2
)
La varietat deﬁnida per les conﬁguracions que estan sobre aquesta singularitat es
notara` com ρ8C.
aquestes singularitats no deﬁneixen la frontera de l’espai de treball sino´ que so´n interiors
a l’espai de treball.
5.1.3 Particions de l’espai de conﬁguracions
5.1.3.1 Descripcio´
Les articulacions dels robot RX estan limitades, per l´ımits meca`nics, i per tant encara que
siguin de rotacio´, es poden considerar de forma ana`loga a com si fossin lineals ja que el tenir en
compte que so´n elements de rotacio´ no aporta cap millora substancial a l’estudi. Amb aquesta
consideracio´ l’espai de conﬁguracions pren la forma d’un paral·lelep´ıpede 6 dimensional. Les
fronteres d’aquest paral·lelep´ıpede estan formades pels l´ımits de cadascuna de les articulacions,
el seu interior esta` descomposat en diferents parts, i la frontera de cadascuna de les parts esta`
formada per uns hipersuperf´ıcie generada per un l´ımit meca`nic o be´ una singularitat. Cadascuna
d’aquestes parts tindra` associat un volum en l’espai de treball que estara` lliure de singularitats
o l´ımits meca`nics, per aquest motiu resulta d’intere`s estudiar-les.
Es pot comprovar que hi ha un desacoblament total entre les singularitats generades per les 3
primeres articulacions i les 3 u´ltimes. Per aquest motiu, e´s possible estudiar les particions de
l’espai de treball per separat.
5.1.3.2 Articulacions d’orientacio´
El conjunt de les articulacions d’orientacio´ esta` format per les articulacions que mouen el canell
dels robots (e´s a dir les 4, 5 i 6). Aquestes articulacions u´nicament estan afectades per la
singularitat de canell. Per tant les particions de l’espai de conﬁguracions estaran deﬁnides per
aquesta singularitat i les limitacions meca`niques de cadascuna de les articulacions∗ .
Des del punt de vista de les orientacions que so´n assolibles, cal indicar que aquesta estructura
del canell e´s similar a una representacio´ de la orientacio´ en forma d’angles d’Euler Z-Y-Z. En
aquesta parametritzacio´, per tal de cobrir totes les rotacions possibles, el primer angle ha de
∗ E´s possible trobar en el mercat manipuladors RX-90 que tenen la articulacio´ 6 de gir inﬁnit. En aquest cas
seria convenient tractar aquesta articulacio´ com a T 1 i no com un segment de R
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Figura 5.2: Estructura de l’espai de conﬁguracions de les articulacions de rotacio´
prendre valors en 0 i 2π, el segon entre 0 i π, i ﬁnalment el tercer entre 0 i 2π [Craig, 1986].
D’acord amb els para`metres del RX-90 (Taula 5.2), la articulacio´ 4 (primera rotacio´ Z) i la
articulacio´ 6 (segona articulacio´ Z) presenten un rang me´s gran de 2 ∗ π i per tant compleixen
la restriccio´ anterior. D’altra banda cal tenir en compte que la articulacio´ 5 (rotacio´ Y) no pot
assolir tots els angles entre 0 i π, ja que les rotacions negatives so´n equivalents a les rotacions
positives.
Per tant, les singularitats generen dues particions, una per θ5 > 0 i l’altra per θ5 < 0.
Donat que θ4 i θ6 tenen rangs superiors a 2π (totes dues tenen un rang 3π), hi haura`
diferents conﬁguracions que tindran la mateixa equivale`ncia en O. Aquest fet introdueix
unes singularitats addicionals degudes al canvi de variables emprat per representar un rang de
treball me´s gran que 2π [Haug et al., 1992] [Wang and Wu, 1993] [Qiu et al., 1995]. La situacio´
d’aquestes singularitats dins l’espai de conﬁguracions depe`n del canvi de variables aplicat.
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En la pra`ctica es poden plantejar dos tipus de canvis de variable:
• El primer tipus planteja la descomposicio´ : [θmini ,θmini + 2π] [θmini + 2π,θmaxi ]
Aquesta primera proposta presenta el principal avantatge que el nu´mero de particions e´s
mı´nim, i el seu principal inconvenient e´s la asimetria introdu¨ıda
• El segon tipus planteja la descomposicio´ : [θmini ,−π], [−π, π], [π,θmaxi ]
Aquesta segona proposta presenta el avantatge de la simetria, a canvi d’introduir un
nombre me´s elevat de particions.
Cal recordar que aquestes noves particions so´n traspassables sense cap tipus de problema, ja
que no so´n singularitats reals. Per aquest motiu en aquest treball s’ha assumit el segon tipus de
particio´, ja que, encara que augmenti el tipus de particions, introdueix un factor de simetria que
pot facilitar notablement l’aplicacio´ posterior d’algorismes de planiﬁcacio´ de trajecto`ries. Aix´ı
doncs, inicialment e´s recomanable treballar en les particions centrals, encara que si e´s necessari
es poden fer excursions en les particions del canto´ de forma sime`trica.
Recapitulant, les articulacions 4 i 6 introduiran 3 particions del segment de la recta real, metre
que la 5 u´nicament n’introduira` dues. S’obte´ aix´ı un total de 18 particions (3 × 2 × 3), dues
de les quals seran de tamany ma`xim, mentre que la resta seran d’un tamany bastant inferior i
totes elles del mateix tamany.
Cal tenir en compte que les singularitats cinema`tiques u´nicament parteixen l’espai de
conﬁguracions d’orientacio´ en dues parts, pero` que l’existe`ncia dels l´ımits meca`nics i la
necessitat de que la relacio´ entre l’espai de treball i el de conﬁguracions sigui una bijeccio´
introdueix les particions restants.
5.1.3.3 Articulacions de Posicio´
De forma similar al cas de la orientacio´, pot assumir-se que l’espai de conﬁguracions deﬁnit
per les tres primeres articulacions pot assumir-se que correspon a un cub, ja que totes les
articulacions presenten l´ımits meca`nics i tenen un rang de treball inferior a 2π. Donat que
les singularitats de posicio´ so´n independents de l’articulacio´ 1, les seccions de les superf´ıcies
per l’articulacio´ 1 constant deﬁnides per les singularitats sobre l’espai de conﬁguracions seran
ide`ntiques. Per aquest motiu s’estudiara` primerament la forma i distribucio´ de cadascuna
d’aquestes seccions. En la Figura 5.3 es presenta la representacio´ gra`ﬁca d’aquestes seccions.
Les fronteres de les particions estaran formades per varietats bidimensionals, unes primeres
degudes a les singularitats cinema`tiques (ρ1C,ρ
6
C,ρ
7
C,ρ
8
C) i unes altres degudes als l´ımits meca`nics
(ρ2C,ρ
3
C,ρ
4
C,ρ
5
C, ρ
9
C,ρ
10
C
† )
Inicialment la seccio´ de l’espai de conﬁguracions s’ha descomposat en dues gran parts
delimitades per la singularitat de Colze. Aquestes parts rebran el nom de P1 i P2
respectivament. Cadascuna d’aquestes particions esta` travessada per dues rectes corresponents
† ρ9C ,ρ
10
C , corresponen a les varietats tals que la articulacio´ 1 esta` en el seu mı´nim i el seu ma`xim respectivament.
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Figura 5.3: Seccio´ de l’espai de Conﬁguracions per θ1 constant.
a la singularitat d’alineament i per aquest motiu cadascuna d’elles es descomposa en tres
particions. Es pot concloure, per tant, que l’espai de conﬁguracions de les articulacions de
posicio´ esta` descomposat en un total de 6 particions.
De forma similar al que passava en les articulacions d’orientacio´, les particions teo`riques
(degudes a les singularitats cinema`tiques) so´n u´nicament 4, pero` el fet de tenir en compte
les introdu¨ıdes pels l´ımits meca`nics n’afeigeix dues d’addicionals.
5.1.4 Cinema`tica Inversa
Donat que la cinema`tica del RX-90 e´s un cas particular de la dels manipuladors PUMA, es
pot obtenir la solucio´ anal´ıtica de la cinema`tica inversa [Craig, 1986]. Aquesta solucio´ anal´ıtica
presenta un total de 8 expressions (4 provinents de la solucio´ de la cinema`tica inversa de la
posicio´, combinades amb les 2 provinents de la solucio´ de la cinema`tica inversa de la orientacio´).
5.1.5 Espai de treball d’orientacio´ d’un robot RX-90
El rang d’orientacions que pot assolir el canell del manipulador RX-90, depe`n de la particio´
en que es treballi. Hi ha dues particions que poden generar un conjunt d’orientacions del
canell iguals. Aquestes particions corresponen a les que presenten un recorregut de 2πrad
de l’articulacio´ 4 i la 6, i entre 0 i θmin5 o θ
max
5 de l’articulacio´ 5 (cal tenir en compte que
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Figura 5.4: Rang d’orientacions assolibles (verd) pel canell del RX-90.
θmin5 = −θmax5 ). Per tant estudiant el rang d’orientacions en una d’aquestes particions es pot
determinar l’espai d’orientacions que pot adoptar el canell.
La ﬁgura 5.4 representa el conjunt d’orientacions assolibles pel canell del RX-90. Per visualitzar
les orientacions s’utilitza una representacio´ eix-angle de la orientacio´ (i no e´s te´ en compte
la primera rotacio´ inicial de −π
2
rad al voltant de l’eix X que presenta el canell). Donada
l’estructura del canell i que la darrera articulacio´ pot rotar 2π rad, e´s suﬁcient representar les
orientacions com a punt d’una esfera.
La estructura del canell fa que, si no hi haguessin limitacions meca`niques, fos possible obtenir
totes les orientacions que formen SO (3). Per aquest motiu el seu volum e´s 8π2 rad3. En el cas
de tenir limitacions meca`niques, el volum es calcula integrant, sobre tot l’espai tota la particio´,
la n-forma de volum:
Ωrot =
√
det {Jrot}dθ4 ∧ dθ5 ∧ dθ6
on Jrot correspon a la aplicacio´ tangent de la cinema`tica del canell.
Per tant s’obte´
∫
Crot
Ωrot =
∫ ∫θmax4
θmin4
∫ ∫θmax5
θmin5
∫ ∫θmax6
θmin6
sinθmin5 dθ4 ∧ dθ5 ∧ dθ6
=
(
cosθmax5 − cosθmin5
) (
θmax4 − θmin4
) (
θmax6 − θmin6
)
Pel RX-90 s’obte´ un volum de 4π2
(
cos 17π
45
+ 1
)
rad3, que representa el 68.73% del volum de
SO (3).
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5.1.6 Espai de treball de posicio´ d’un robot RX-90
5.1.6.1 Estudi detallat
Les fronteres de l’espai de treball estaran formades per un conjunt de superf´ıcies relacionades
amb les singularitats del brac¸ i d’altra banda amb els l´ımits meca`nics de les diferents
articulacions. Per tant les varietats que representen la frontera de l’espai de treball, notades
per ρiO, estaran relacionades amb una de les varietats que deﬁneixen les particions de l’espai de
conﬁguracions (ρiC). Es a dir :
C Kin  O
ρiC
Kin  ρiO
Les superf´ıcies ρiO presenten la forma segu¨ent:
ρ1O correspon a una superf´ıcie de la forma: 2a2 cosθ1 cosθ22a2 sinθ1 cosθ2
−2a2 sinθ2

Aquesta superf´ıcie presenta la forma d’una esfera de radi 2a2, centrada en l’origen i
expressada en coordenades polars. Per que l’esfera fos completa, θ1 (angle en el pla
horitzontal) hauria hauria de prendre valors entre −π i π, pero` el seu recorregut e´s des
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de θmin1 ﬁns a θ
max
1 . Per tant les seccions horitzontals estaran mancades d’un sector de
cercle.
D’altra banda el para`metre θ2 (angle en el pla vertical) hauria d’anar entre 0 i π, pero`
el seu recorregut tampoc e´s complet, ja que u´nicament anira` entre 0 i θmin2 o be entre 0 i
θmax2 . Per tant el semi cercle descrit per la seccio´ vertical estara` en la pra`ctica mancada
d’un sector de cercle.
ρ2O correspon a una superf´ıcie de la forma: −a2 cosθ1 (sin( 47180π + θ3)− cos 47180π)−a2 sinθ1 (sin( 47180π + θ3)− cos 47180π)−a2 (cos 47180π + θ3)− cos 47180π)

Per cada valor de θ1 aquesta superf´ıcie descriu un cercle sobre un pla radial (perpendicular
al vector [cosθ1, sinθ1, 0]
T ). El cercle esta` desplac¸at respecte l’origen, i per aquest motiu
la ﬁgura que s’obte´ e´s un torus. La equacio´ impl´ıcita d’un torus e´s de la forma:(
c−
√
x2 + y2
)2
+ z2 = a2
on c correspon al radi revolucio´, i a e´s el radi del cercle revolucionat.
Els para`metres del torus obtingut so´n a = a2, c = a2 cos
47
180
π, i desplac¸ament sobre l’eix
Z de a2 cos
47
180
π.
La varietat esta` delimitada i, per tant, no correspon a la frontera completa del torus,
degut a que els para`metres no presenten tot el recorregut ideal. Per aquest motiu a la
seccio´ horitzontal li falta un arc de cercle, mentre que la seccio´ vertical esta` delimitada
per plans generats pels valors mı´nim i ma`xim de θ3.
ρ3O correspon a una superf´ıcie de la forma: −a2 cosθ1 (cos( 43180π + θ3) + cos 47180π)−a2 sinθ1 (cos ( 43180π + θ3)+ cos 47180π)
a2
(
sin( 43
180
π + θ3)− sin 47π180
)

Aquesta superf´ıcie te´ una estructura ana`loga a descrita anteriorment per ρ2O.
ρ4O correspon a una superf´ıcie de la forma: −a2 cosθ1 (sin (θ2 + 13π45 )− cosθ2)−a2 sinθ1 (sin (θ2 + 13π45 )− cosθ2)
−a2
(
cos
(
θ2 +
13π
45
)− sinθ2)

Aquesta expressio´ e´s la representacio´ en coordenades polars d’una esfera de radi
a2
√
2− 2 sin 13π
45
i centrada a l’origen.
ρ5O correspon a una superf´ıcie de la forma: −a2 cosθ1 (sin (θ2 + 19π90 )− cosθ2)−a2 sinθ1 (sin (θ2 + 19π90 )− cosθ2)
a2
(
cos
(
θ2 +
19π
90
)− sinθ2)

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Aquesta expressio´ e´s la representacio´ en coordenades polars d’una esfera de radi
a2
√
2− 2 sin 19π
90
i centrada a l’origen.
ρ6O,ρ
7
O,ρ
8
O Aquestes varietats provenen de les varietats bidimensionals ρ
6
C,ρ
7
C i ρ
8
C i es projecten amb
la varietat
[0, 0,−2a2 sinθ2]
que e´s un segment rectilini vertical. La longitud del segment depe`n de recorregut de θ2
en la varietat en C. Cal tenir en compte que aquesta varietat dest´ı e´s unidimensional.
ρ9O correspon a una varietat plana sobre l’espai
−x sin 7π
18
+ y cos
7π
18
= 0
Aquesta varietat esta` delimitada per la projeccio´ de la resta de varietats sobre ella.
ρ10O correspon a una varietat plana sobre l’espai
x sin
7π
18
+ y cos
7π
18
= 0
Aquesta varietat esta` delimitada per la projeccio´ de la resta de varietats sobre ella.
Les varietats sobre C, ρiC, deﬁnien una particio´ de C, pero`, degut a que la cinema`tica no e´s
una aplicacio´ injectiva, la cinema`tica no indueix una particio´ sobre O. Aix´ı doncs l’espai de
treball de cadascuna de les parts de C presenta una interseccio´ no nul·la. Estrictament parlant
l’espai de treball e´s a la reunio´ del punts generats per la revolucio´ de les seccions presentades
en la ﬁgura 5.5. La revolucio´ esta` generada per la articulacio´ θ1, pero` aquesta articulacio´ no
presenta un rang complet (e´s a dir entre 0 i 2π), i per tant la revolucio´ de les dues seccions e´s
diferent i es complementa. L’espai de treball generat no esta` lliure de singularitats, i per poder
reco´rrer-lo en la seva totalitat sera` necessari a travessar diferents singularitats.
Cal destacar que treballant u´nicament dins les particions P1.II i P2.II, e´s possible generar tot
aquest espai de treball. El principal inconvenient e´s que per passar d’una a l’altra sera` necessari
travessar una singularitat doble, deﬁnida per la interseccio´ entre ρ1C i ρ
6
C.
5.1.6.2 Espai de treball simplicat
Per tal d’evitar tenir un espai de treball que presenti singularitats e´s convenient treballar
u´nicament en l’interior d’una particio´ de C, i, en aquest sentit s’elegira` una de les dues particions
que presenten espai de treball ma`xim, e´s a dir en P1.II o be´ en P2.II. Ambdues tenen un volum
de treball ide`ntic, encara que la seva distribucio´ e´s diferent. La morfologia de l’espai de treball
e´s igual amb la u´nica difere`ncia que presenten una rotacio´ de πrad respecte l’eix Z. Per aquest
motiu, u´nicament s’estudia una de elles, i en aquest cas s’ha triat P1.II. Aquest zona de
l’espai de treball esta` lliure de singularitats i esta` relacionada amb la particio´ de l’espai de
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Figura 5.6: Espai de treball simpliﬁcat
conﬁguracions CP1.II , deﬁnida per:
CP1.II =
(θ1,θ2,θ3) |
θmin1 < θ1 < θ
max
1
θmin3 < θ3 <
−π
2
θmin2 +
1
2
(
θ3 + 3
π
2
)
> 0(
θmin2 +
1
2
(
θ3 + 7
π
2
)
< 0 i θ3 < α
)
o
(
θ2 > θ
min
2 i θ3 < α
)

on α = −2θmin2 − 7π2 . Cada seccio´ de CP1.II , per θ1 constant, presenta una seccio´ sobre O de la
forma presentada en la ﬁgura 5.7. L’a`rea d’aquesta seccio´ es pot calcular aplicant l’equacio´ de
l’a`rea:
Ωposθ1 =
√
det
{
Jposθ1
}
dθ2 ∧ dθ3
on Jposθ1 = −a22 cosθ3. Per tant l’a`rea de la seccio´ es pot determinar a trave´s de la integral:∫
C
θ1
P1.II
Ωposθ1 =
∫
C
θ1
P1.II
−a22 cosθ3dθ2 ∧ dθ3
= −a22
2
(sin (2θmax2 ) + 2θ
max
2 + π + 2π sinθ
max
3 )
Aplicant els para`metres del RX-90 aquest integral do´na −1086512.109mm2, en el cas ideal,
en que θ2 no presente´s l´ımit meca`nic, aquesta integral donaria −1137483.294mm2, per aquest
motiu es conclou que la seccio´ e´s el 95.52% de l’a`rea ideal.
Un cop analitzada l’a`rea de la seccio´, es presenta el volum complert de tot l’espai. Inicialment
s’utilitzara` la n-forma del volum deﬁnida en aquest cas com:
Ωposθ1 =
√
det {Jpos}dθ1 ∧ dθ2 ∧ dθ3
Per tant l’a`rea de la seccio´ es pot determinar a trave´s de la integral:∫
CP1.II
Ωpos =
∫
CP1.II
a32 (− cosθ2 + sin (θ2 + θ3)) cosθ3dθ1 ∧ dθ2 ∧ dθ3
=
a32
6
(
θmax1 − θmin1
) (
16− 4 (2− 2 sinθmax3 )
2
3 +
(
16 + 2 (cosθmax2 )
2) sinθmax2
+ (3π − 6θmax2 ) cosθmax2 )
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OP1.II
Y
Z
CP1.IIposθ 2
θ3
Figura 5.7: Seccio´ de l’espai de treball simpliﬁcat per θ1 = −π2 .
Pels els para`metres del RX-90 aquest integral do´na 2574270312.25mm3. En el cas ideal, que
correspondria al volum d’una esfera de radi 2a2 menys el volum corresponent a una esfera de
radi a2
√
2− 2 sinθmax3 , el volum que s’obte´ e´s de 2948252015.23mm3. Aix´ı doncs, el volum
associat a la particio´ CP1.II e´s el 87.32% de l’a`rea ideal.
La frontera d’aquest espai esta` formada per les superf´ıcies ρ10O , ρ
9
O, ρ
1
O, ρ
3
O, ρ
5
O, ρ
6
O i ρ
8
O.
D’aqu´ı endavant, sempre que es faci refere`ncia a l’espai de treball dels manipuladors RX-90, es
considerara` l’espai de treball associat a la particio´ CP1.II . Aquest espai de treball correspon a
l’espai controlable del robot RX-90.
5.2 Espai de treball del sistema multirobot
Un cop presentades les caracter´ıstiques dels robots RX-90, seguidament es presenten les
caracter´ıstiques i propietats de l’espai de treball dels sistemes multirobot composats per aquest
tipus de robots. L’estudi que es presenta esta` basat en la metodologia proposada en el cap´ıtol
3.
De forma pre`via a l’estudi de l’espai de treball del sistema multirobot es presenta la construccio´
de la ﬁgura destra i la ﬁgura realitzable,i posteriorment, s’analitzaran els espais de treballs
associats.
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Figura 5.8: Esquema de construccio´ de la ﬁgura dextra.
5.2.1 Construccio´ de la ﬁgura destra
En primer lloc cal recordar que els robots RX-90 no tenen espai destre ja que no poden assolir
totes les orientacions en cap punt de l’espai de treball.
Si el manipulador no presente´s limitacions meca`niques, el seu volum de treball seria una
esfera de radi 2a2 amb un forat interior de forma esfe`rica conce`ntrica amb l’anterior i de radi
a2
√
2− 2 sinθmax3 . Sota aquestes circumsta`ncies la ﬁgura destra correspondria a una esfera de
radi 2a2− ‖ pOi ‖ amb un forat interior esfe`ric conce`ntric i de radi a2
√
2− 2 sinθmax3 + ‖ pOi ‖.
Proposicio´ 5.1 Els robots tipus RX-90, ideals, presenten una ﬁgura destra nul·la per ‖ pOi ‖≥
a2
(
2−
√
2−2 sinθmax3
)
2
.
Demostracio´
La ﬁgura destra esdeve´ nul·la quan el radi de la esfera interior e´s igual o me´s gran que el radi
de la esfera exterior. Per determinar la condicio´ l´ımit u´nicament cal igualar els dos radis:
a2
√
2− 2 sinθmax3 + ‖ pOi ‖= 2a2− ‖ pOi ‖→‖ pOi ‖=
a2
(
2−√2− 2 sinθmax3 )
2
La ﬁgura destra presentara` una morfologia similar a la del espai de treball pero` de dimensions
inferiors. Cadascuna de les superf´ıcies que formen la seva frontera es veuran modiﬁcades (veure
Figura 5.8). Seguidament es comenta la evolucio´ de cadascuna de les superf´ıcies que formen
l’espai de treball al deformar-lo per d’obtenir la ﬁgura destra:
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ρ10O , ρ
9
O Aquestes dues superf´ıcies so´n dos plans que deﬁneixen els l´ımits laterals. En la ﬁgura
destra passaran a e´sser dos plans paral·lels als anteriors, per la part interior.
Com en el cas anterior estaran limitats per les superf´ıcies deformades provinents de les
que formen la frontera de l’espai de treball.
ρ1O Aquesta superf´ıcie deﬁneix la esfera exterior, que un cop deformada veura` redu¨ıt el seu
radi ﬁns 2a2− ‖ pOi ‖.
ρ5O Aquesta superf´ıcie deﬁneix la esfera interior, que un cop deformada veura` augmentat el
seu radi ﬁns a2
(
1−√2− 2 sinθmax3 )+ ‖ pOi ‖.
ρ3O Aquesta superf´ıcie correspon a un torus, que un cop deformat mantindra` constant el seu
para`metre a pero` reduira` el c ﬁns a2− ‖ pOi ‖.
ρ6O,ρ
8
O Aquestes dues superf´ıcies, que en realitat so´n rectes, desapareixeran, encara que en el seu
lloc apareixen dues noves rectes deﬁnides per la interseccio´ dels dos plans deﬁnits per la
deformacio´ de ρ10O i ρ
9
O i la esfera que surt de la deformacio´ de les esfera interior i exterior
i el torus inferior.
5.2.2 Construccio´ de la ﬁgura realitzable
Proposicio´ 5.2 La ﬁgura realitzable d’un manipulador tipus RX-90, ideal, correspon als punts
situats en l’interior d’una esfera de radi 2a2− ‖ pOi ‖ i l’exterior d’una esfera conce`ntrica amb
l’anterior i de radi rin. El valor de rin e´s:
• rin = a2
√
2− 2 sin 13π
45
− ‖ pOi ‖ si 0 <‖ pOi ‖< a2
√
2− 2 sin 13π
45
• rin = 0 si a2
√
2− 2 sin 13π
45
≤‖ pOi ‖≤ 2a2
• rin = 2a2− ‖ pOi ‖ si 2a2 <‖ pOi ‖
Demostracio´
Donat que la l’espai de treball d’un robot RX-90 ideal esta` format per dues esferes conce`ntriques,
i que la ﬁgura realitzable s’obte´ convolucionant l’espai de treball amb una altra esfera.
Donat que l’esfera exterior e´s el resultat de convolucionar la esfera de radi ‖ pOi ‖ amb la
esfera exterior de l’espai de treball aquesta presentara` radi 2a2− ‖ pOi ‖.
En el cas de valors petits de ‖ pOi ‖, el forat interior prove´ del forat que apareix al convolucionar
la esfera interior de l’espai de treball amb l’ esfera de radi ‖ pOi ‖. Per aquest motiu el seu radi
e´s a2
√
2− 2 sin 13π
45
− ‖ pOi ‖. A mesura que ‖ pOi ‖ augmenta, el radi interior disminueix,
ﬁns esdevenir nul.
Posteriorment, i ﬁns que la convolucio´ de la esfera de radi ‖ pOi ‖ amb la esfera exterior de
l’espai de treball no presenta forat interior, la ﬁgura realitzable tampoc presenta forat interior.
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‖ pOi ‖= 100mm ‖ pOi ‖= 800mm
‖ pOi ‖= 1000mm ‖ pOi ‖= 2000mm
Figura 5.9: Seccions de l’espai de treball simpliﬁcat, i la seva deformacio´ per generar la ﬁgura
realitzable.
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Figura 5.10: Figura realitzable per ‖ pOi ‖= 50mm.
Finalment, per valors de ‖ pOi ‖ grans la ﬁgura realitzable presenta el forat interior que prove´
de la convolucio´ de la esfera de radi ‖ pOi ‖ amb la esfera exterior de l’espai de treball.
A difere`ncia de la ﬁgura destra, la ﬁgura realitzable presenta una morfologia dependent del
valor de ‖ pOi ‖. Mentre la ﬁgura destra esta` formada per un subconjunt dels punts de l’espai
de treball, els que formen la ﬁgura realitzable no so´n un subconjunt de l’espai de treball.
La frontera de la ﬁgura destra presenta una morfologia similar a la de la frontera de l’espai de
treball. Tanmateix la morfologia de la frontera de la ﬁgura realitzable presenta formes forc¸a
diferents a les de l’espai de treball.
Una difere`ncia fonamental de la ﬁgura destra amb la ﬁgura realitzable e´s que per a la primera
u´nicament era necessari l’estudi d’una seccio´ vertical de la mateixa i posteriorment la ﬁgura
complerta es generava per revolucio´ d’aquesta seccio´. En el cas de la ﬁgura realitzable, no
e´s possible aplicar aquest procediment. En la Figura 5.9, es presenta la forma de diferents
seccions i la deformacio´ que presentarien al generar una ﬁgura realitzable en cas de tractar-se
d’un sistema planar.
Una altra difere`ncia substancial e´s la aparicio´ de noves superf´ıcies, que encara que relacionades
amb les originals no provenen directament d’aquestes, sino´ de la interseccio´ de superf´ıcies que
formen la frontera de l’espai de treball.
La construccio´ de la frontera de la ﬁgura realitzable es fara` a partir de la deformacio´ de les
superf´ıcies que formen l’espai de treball. Seguidament es comenta les superf´ıcies que formen la
frontera de la ﬁgura realitzable, i la seva relacio´ amb les superf´ıcies que formen la frontera de
l’espai de treball. Les superf´ıcies que provenen de la deformacio´ de les superf´ıcies que formen
la frontera l’espai de treball o de la evolucio´ ideal so´n:
1. Esfera de radi 2a2+ ‖ pOi ‖ centrada a l’origen. Aquest superf´ıcie prove´ directament del
creixement de la superf´ıcie ρ1O.
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‖ pOi ‖= 50mm Z = 925 ‖ pOi ‖= 50mm Z = 596.5057
‖ pOi ‖= 50mm Z = 241.0113 ‖ pOi ‖= 50mm Z = 237.0113
‖ pOi ‖= 50mm Z = 0 ‖ pOi ‖= 50mm Z = −475.618
Figura 5.11: Seccions Horitzontals de la ﬁgura realitzable per ‖ pOi ‖= 50mm.
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‖ pOi ‖= 50mm Z = −718.6637 ‖ pOi ‖= 50mm Z = −765
‖ pOi ‖= 50mm Z = −770 ‖ pOi ‖= 50mm Z = −804.1092
Figura 5.12: Seccions Horitzontals de la ﬁgura realitzable per ‖ pOi ‖= 50mm (part II).
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2. Esfera de radi (a2
√
2− 2 sin 13π
45
− ‖ pOi ‖) centrada a l’origen. Aquest superf´ıcie prove´
directament de la reduccio´ de la superf´ıcie ρ5O, i u´nicament existeix per valors del radi
positius. A partir del moment en que el radi esdeve´ negatiu la esfera desapareix.
3. Torus amb para`metres c = a2 cosθ
2
max i a = a2+ ‖ pOi ‖. El torus esta` deﬁnit sobre un
pla horitzontal amb z = −a2 cos 47π180
Aquest torus e´s de tipus spindle, i per tant incorpora una llimona interna.
Aquesta superf´ıcie prove´ directament del creixement de la superf´ıcie ρ3O.
4. Pla dret, paral·lel ρ9O i a una dista`ncia de ‖ pOi ‖ d’aquest.
5. Pla esquerra, paral·lel ρ10O i a una dista`ncia de ‖ pOi ‖ d’aquest.
La ﬁgura realitzable es pot interpretar com els punts de l’espai que pertanyen a la frontera
d’una esfera de radi ‖ pOi ‖ centrada en algun punt de l’espai de treball. Per aquest motiu
a l’estudiar les ﬁgures que generen el conjunt d’esferes centrades en les corbes que uneixen les
diferents superf´ıcies de l’espai de treball, que so´n segment de cercles, s’observa que so´n torus.
Aix´ı doncs, el que en l’espai de treball s’unia a trave´s d’uns arcs de cercle, en la ﬁgura realitzable
s’uneix a trave´s de les fronteres d’un torus. Tots aquest torus estan deﬁnits respecte un pla que
no e´s l’horitzontal. De fet es troben deﬁnits o be sobre el pla ρ9O o be sobre el pla ρ
10
O , a me´s
tots tenen un para`metre a =‖ pOi ‖. Aix´ı els torus que apareixen so´n:
N o Pla c centre sup. 1 sup. 2
1 ρ9C 2a2 (0, 0, 0) 4 1
2 ρ10C 2a2 (0, 0, 0) 5 1
3 ρ9C a2
 a2 cosθ1min cos 47π180a2 sinθ1min cos 47π180−a2 sin 47π180
 4 3
4 ρ10C a2
 a2 cosθ1max cos 47π180a2 sinθ1max cos 47π180−a2 sin 47π180
 4 3
5 ρ9C a2
√
2− 2 sin 13π
45
(0, 0, 0) 4 2
6 ρ10C a2
√
2− 2 sin 13π
45
(0, 0, 0) 5 2
‡
Aquests torus so´n la principal difere`ncia entre la ﬁgura realitzable i la que s’obtindria de la
ana`lisi de la seccio´ de revolucio´ (Figura 5.9). Cal tenir en compte que la seccio´ horitzontal de
la ﬁgura realitzable no s’obte´ aplicant l’algorisme de creixement sobre la seccio´ horitzontal de
l’espai de treball. Per a obtenir-la s’ha de partir del coneixement geome`tric de totes les ﬁgures
descrites i posteriorment calcular la interseccio´ d’aquestes amb al pla que s’esta` estudiant.
El volum contingut en la ﬁgura realitzable es pot obtenir a trave´s del ca`lcul de l’a`rea de les
diferents seccions horitzontals i la posterior integracio´ respecte l’eix Z linealment. Cadascuna
‡ sup. 1 i sup. 2 indiquen les dues superf´ıcies que s’uneix.
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‖ pOi ‖ vol
(
W˜ iR
)
50.0000mm 3.204451363502991e + 009mm3
500.0000mm 1.130671729571324e + 010mm3
680.0890mm 1.631090847919611e + 010mm3
1556.0694mm 6.044712118825948e + 010mm3
2000.0000mm 9.598943331148666e + 010mm3
Taula 5.3: Alguns valors del volum de la ﬁgura realitzable d’un robot RX-90 en funcio´ de
‖ pOi ‖.
de les a`rees de les seccions es pot calcular a trave´s de la aplicacio´ del teorema de Stokes, de
la mateixa manera que s’ha aplicat anteriorment en el ca`lcul de l’a`rea dels robots SCARA. A
mode d’exemple, en la Taula 5.3 es presenta el volum de la ﬁgura realitzable per diferents valors
de ‖ pOi ‖.
Les ﬁgures 5.11 i 5.12 representen diferents seccions horitzontals de la ﬁgura realitzable per
‖ pOi ‖= 50mm, i per diferents valors de Z. Inicialment les seccions so´n similars a les que
presenta l’espai de treball, encara que amb els escaires arrodonits, pero` posteriorment, les
seccions presenten un forat intern. Aquests so´n deguts a que situacions en les que els plans o
els torus formen la frontera de l’espai exterior en contacte entre si, i quan el segment d’esfera
interior encara existeix. D’aquesta manera s’a¨ılla un tros de la seccio´ sota estudi. Aquest tipus
de forats que presenten les seccions en general no donen lloc a un forat en l’espai 3D, ja que
no so´n continuats. Aquests forats que presenten les seccions estan lligats als primers tipus de
forats que presenta la ﬁgura realitzable ideal.
En la ﬁgura 5.10 es pot veure la representacio´ tridimensional de la ﬁgura realitzable completa.
5.2.2.1 Aparicio´ de forats interns
Per valors de ‖ pOi ‖ grans, apareixen forats interiors en la ﬁgura realitzable. Aquests forats
estan lligats al segon tipus de forats que presenta la ﬁgura realitzable ideal. Un exemple d’aquest
tipus de forat e´s el que s’obte´ per ‖ pOi ‖= 2000 (Figures 5.14, 5.15 i 5.13).
Les fronteres d’aquests forats estan formades per superf´ıcies diferents a les inicialment
presentades. Aquestes superf´ıcies so´n:
1. Esfera de radi ‖ pOi ‖ −2a2 centrada a l’origen. Aquesta superf´ıcie u´nicament existeix
per valors del radi positiu. Encara aquesta esfera presenti unes caracter´ıstiques molt
similars a l’anterior cal indicar que la seva natura e´s totalment diferent, i que ambdo´s
so´n incompatibles, e´s a dir que una es do´na per valors de ‖ pOi ‖ me´s grans que els que
generen la superf´ıcie anterior.
2. Torus amb els para`metres c =| ‖ pOi ‖ −a2 | i a = −a2 cosθmax2 . Aquests torus esta`
deﬁnit sobre un pla horitzontal Z = −a2 sinθmax2 .
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‖ pOi ‖= 2000mm Z = −1779.1092 ‖ pOi ‖= 2000mm Z = −475.6148
‖ pOi ‖= 2000mm Z = −718.6637 ‖ pOi ‖= 2000mm Z = 0
‖ pOi ‖= 2000mm Z = 1900 ‖ pOi ‖= 2000mm Z = 596.5057
Figura 5.13: Seccions Horitzontals de la ﬁgura realitzable per ‖ pOi ‖= 2000mm.
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Figura 5.14: Figura realitzable per ‖ pOi ‖= 2000mm.
Figura 5.15: Forat interior de la ﬁgura realitzable per ‖ pOi ‖= 2000mm.
3. La unio´ de les dues superf´ıcies anterior es genera a trave´s del segu¨ent conjunt de torus
amb el para`metre a =‖ pOi ‖ :
N o Pla c centre
1 ρ9C 2a2 (0, 0, 0)
2 ρ10C 2a2 (0, 0, 0)
3 ρ9C a2
 a2 cosθ1min cos 47π180a2 sinθ1min cos 47π180−a2 sin 47π180

4 ρ10C a2
 a2 cosθ1max cos 47π180a2 sinθ1max cos 47π180−a2 sin 47π180

a difere`ncia de les superf´ıcies d’unio´ presentades anteriorment, aquests torus no uneixen
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directament dues superf´ıcies, sino´ que fan d’unio´ entre una superf´ıcie i un altre torus.
En la ﬁgura 5.13 es poden veure diferents seccions horitzontals de la ﬁgura realitzable per
‖ pOi ‖= 2000mm. Aquestes seccions presenten una forma forc¸a similar a la de les seccions
de la ﬁgura realitzable d’un robot RX-90 ideal, e´s a dir una forma de cercle o corona circular.
La u´nica difere`ncia e´s que les zones mortes es tanquen amb les seccions d’un torus. A mesura
que ‖ pOi ‖ es va fent me´s gran cada cop les seccions i per tant la ﬁgura realitzable seran me´s
semblants a les d’un robot ideal. En la 5.14 es pot veure la representacio´ tridimensional de la
ﬁgura realitzable complerta.
5.2.2.2 Interseccio´
Figura 5.16: Espai de treball i ﬁgura realitzable per ‖ pOi ‖= 500mm.
Figura 5.17: Espai de treball W∗R del sistema multirobot per ‖ pOi ‖= 500mm.
Un cop generades les ﬁgures realitzables i l’espai de treball, s’ha de ﬁxar la posicio´ relativa de
les bases per tal d’analitzar l’espai de treball del sistema multirobot. Des d’un punt de vista
algor´ısmic la interseccio´ es pot calcular a trave´s de dues grans famı´lies de me`todes:
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• Superf´ıcies anal´ıtiques. Amb les diferents superf´ıcies es construeix un graf de connectivitat
per tal de modelar la adjace`ncia de les diferents superf´ıcies. Associat a cada arc hi hauria
una corba que deﬁniria la unio´ entre dos superf´ıcies (nodes del graf). Posteriorment la
interseccio´ es determinara` a partir de la veriﬁcacio´ de quines superf´ıcies col·lisionen entre
si. D’aquesta ana`lisi s’obtindria tambe´ un conjunt de superf´ıcies i un conjunt de corbes
que determinarien el rang de validesa de cadascuna de les superf´ıcies.
Aquest enfoc e´s totalment anal´ıtic i per tant conserva tota la resolucio´. El seu principal
inconvenient e´s que algunes de les superf´ıcies so´n torus, i en l’estudi realitzat no s’ha trobat
cap manera senzilla de modelar de forma exacta les corbes que formen la interseccio´ de
dos torus, o d’un torus i un esfera, i aixo` diﬁculta notablement la aplicacio´ del me`tode
anal´ıtic descrit.
• Seccions. Donades les ﬁgures geome`triques de l’espai de treball i de la ﬁgura realitzable,
e´s possible determinar la interseccio´ d’aquestes amb un pla. Donat que es disposa
anal´ıticament de les superf´ıcies i els seus rangs de validesa, la seccio´ tambe´ es pot calcular
de forma anal´ıtica. Si es disposa de la seccio´ de les dues ﬁgures geome`triques, la seccio´
de la interseccio´ sera` directament la interseccio´ de les seccions. Per tant sera` possible
reconstruir la interseccio´ de les dues ﬁgures geome`triques a partir de la interseccio´ de les
seccions.
En aquesta aproximacio´ e´s possible calcular el volum de la interseccio´ a trave´s la integracio´
de l’a`rea de les seccions.
Durant el desenvolupament d’aquest tesi s’ha adoptat aquesta segona estrate`gia.
La Figura 5.16 mostra l’espai de treball d’un manipulador i la ﬁgura realitzable de l’altre per
‖ pOi ‖= 500mm. En aquesta ﬁgura la situacio´ relativa de les bases esta` determinada per:
Bi =

−1 0 0 846mm
0 −1 0 −1306mm
0 0 1 0mm
0 0 0 1
 (5.2)
que coincideix amb la situacio´ relativa de les bases dels dos robots que formen la cel·la multirobot
de l’IOC. L’espai de treball del sistema multirobotW∗R per aquest cas es pot veure en la Figura
5.17. El volum d’aquesta nova ﬁgura geome`trica e´s 8.081816220694388108mm3, que correspon
aproximadament a un 7% del volum de la ﬁgura realitzable i un 31% del volum de l’espai de
treball individual del manipulador de refere`ncia. Com es pot veure l’espai de treball del sistema
multirobot pateix una reduccio´ considerable de volum.
5.2.2.3 Estudi de la restriccio´ d’orientacio´
Per determinar el conjunt d’orientacions que es poden assolir en un punt p predeterminat,
s’aplica el procediment descrit en la seccio´ 3.3.2. En el cas en qu¨estio´ i donat que totes les
ﬁgures geome`triques implicades tenen les seves fronteres formades per segments d’esfera, torus
i plans, el ca`lcul de Λip es pot fer anal´ıticament. El me`tode seguit e´s similar al presentat en
els manipuladors tipus SCARA, tenint en compte la particularitat de la orientacio´ en 3D. E´s a
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dir es, necessari avaluar la compatibilitat entre les orientacions assolibles en p pel robot 0 i les
assolibles en Λip pel robot i.
Cada relacio´ p− pi, amb pi ∈ Λip restringeix la orientacio´ del sistema de refere`ncia. En el cas
2D, la ﬁxa totalment, en el cas 3D la ﬁxa dins una varietat unidimensional d’orientacions. Per
estudiar aquesta relacio´ s’analitzara` la equacio´:
RpOi = Γ
on Rv (α) representa una rotacio´ d’un angle α al voltant d’un eix v, Γ  −RBipi (θi)− pBi +
p0 (θ0), i R correspon a una rotacio´ gene`rica que recull el conjunt de rotacions que afecten
a pOi . Per tal que es compleixi aquesta equacio´ s’ha de veriﬁcar que R = RΓ (β)Rb (γ) on
β  Γ˜×p˜Oi‖Γ˜×p˜Oi‖ , Γ˜ correspon al vector Γ normalitzat, p˜Oi correspon al vector pOi normalitzat, i
γ  arccos
(
Γ˜ · p˜Oi
)
.
Per tal d’estudiar el rang d’orientacions que el sistema multirobot por assolir en el punt p, es
seguiran els segu¨ents passos :
1. Determinacio´ de Λip.
En el cas del robot RX-90, aquest primer pas es pot fer anal´ıticament, degut a que es
disposa d’una representacio´ anal´ıtica de les espais de treball individuals.
Un cop determinat Λip, e´s possible calcular ΦΛip 
{
R ∈ SO(3) | p+RpOi ∈ Λip
}
.
Aquest conjunt d’orientacions e´s el que podria assolir el sistema multirobot en el cas
en que tot W iR =W iD.
Cal tenir en compte que ΦΛip
⋂
Φ0 (p) correspon al conjunt d’orientacions un cop
analitzades les restriccions d’orientacio´ imposades pel robot 0.
2. Estudi del rang d’orientacions en pi ∈ Λip.
Les orientacions que es poden assolir en el punt pi so´n de la forma RΓ (β)Rb (γ). Per
tant, el conjunt d’orientacions factibles so´n:
Φ (p) =
 ⋃
∀pi∈Λip
RΓ (β)Rb (γ)
⋂
Φi
(
B−1i pi
)⋂Φ0 (p)
La obtencio´ d’aquest conjunt es fa discretitzant Λip, i estudiant del conjunt d’orientacions
va`lides en cada punt de la discretitzacio´.
La interseccio´ entre Φi
(
B−1i pi
)
i RΓ (β)Rb (γ) s’ha realitzat discretitzant el rang de valors
de β.
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Figura 5.18: Cel·la robo`tica de l’IOC amb punt de refere`ncia x1 i diferents orientacions.
5.3 Exemples d’espai de treball
5.3.1 Cel·la Robotitzada de l’IOC
Com exemple d’aplicacio´ de la metodologia descrita s’ha estudiat l’espai de treball realitzable
del sistema multirobot que forma la cel·la de treball de l’IOC (Figura 5.18). Aquesta cel·la
esta` formada per dos robots RX-90, i la posicio´ relativa de les seves bases esta` donada per la
equacio´ (5.2).
En el cas concret estudiat els robots manipulen una pec¸a, i la relacio´ de prensio´ entre les dues
pinces e´s
Oi =

−1 0 0 500mm
0 1 0 0mm
0 0 −1 461mm
0 0 0 1
 (5.3)
que correspon a ‖ pOi ‖= 680.088. L’espai de treball realitzable sera` a la interseccio´ de l’espai
de treball del manipulador de refere`ncia (Figura 5.19, en color lila) i la ﬁgura realitzable de
l’altre manipulador (Figura 5.19, en color verd). L’espai resultant es presenta en la ﬁgura 5.20,
i te´ un volum de 1.193534635097666·109mm3 cosa que representa el 46.36% del volum de l’espai
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Figura 5.19: Espai de treball i ﬁgura realitzable pel cas de la cel·la de l’IOC.
de treball del robot RX-90.
El volum obtingut no te´ en compte les restriccions d’orientacio´ del sistema i per aquest motiu,
e´s necessari estudiar el rang d’orientacions assolibles en els diferents punts de l’espai de treball.
A mode d’exemple s’ha aplicat l’algorisme presentat anteriorment en dos punts de l’espai de
treball x1 = [1.96 · 102,−4.03 · 102, 4.19 · 102]T mm i x2 = [500.00,−500.00, 419.00]T mm . En
les ﬁgures 5.21 i 5.22 es representa el rang d’orientacions que es poden assolir en els punts
estudiats en forma eix-angle. L’eix de rotacio´ determina de forma un´ıvoca un punt sobre una
esfera unita`ria, i l’angle girat es representa en intensitat de color (en l’escala, al lateral, un gir
de 2π esta` representat per 1 ). Cal indicar, que per fer me´s visible la representacio´ s’ha assumit
que l’angle girat va entre 0 i 2π, i per tant els eixos de gir u´nicament recobriran la meitat de la
esfera (d’altra manera algunes orientacions estarien situades en la ant´ıpoda, i no serien visibles
en una u´nica representacio´).
En primer lloc, cal destacar que les orientacions estan distribu¨ıdes sobre el que seria la frontera
de la interseccio´ entre una esfera i l’espai de treball d’un dels robots, tal com es dedueix
de la forma en que s’han generat les interseccions. Existeix una zona en la que e´s possible
obtenir totes les orientacions de gir respecte als eixos representats i fora d’aquesta zona el rang
d’orientacions es va degradant ﬁns arribar a extingir-se. Per la situacio´ relativa de les bases
analitzada la qualitat de l’espai de treball e´s bastant propera a la ideal, que presentaria la
mateixa distribucio´ d’eixos, pero` amb un rang de 2π en tots els punts. Que la qualitat de
l’espai sigui bona e´s degut a que la dista`ncia entre els sistemes coordenat de prensio´ es de
l’ordre dels espais de treball (Conjectura 3.1), i que la situacio´ relativa de les bases tambe´ ho
e´s.
En la ﬁgura 5.18 es presenten diferents imatges en les que el sistema coordenat del robot de
refere`ncia (robot de l’esquerra) esta` situat en la posicio´ x1. Cal indicar que el sistema de
refere`ncia esta` situat sobre el punt en que intersecten els eixos de rotacio´ de les articulacions
4, 5 i 6. Les diferents conﬁguracions correspon a rotacions respecte un eix predeterminat, i en
concret un dels eixos que presenten rotacio´ de 2π (Figura 5.21).
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Figura 5.20: Espai de treball (W∗R) del sistema multirobot per ‖ pOi ‖= 680.088mm.
5.3.2 Evolucio´ orientacio´
Per tal d’il·lustrar la evolucio´ del rang orientacions al augmentar la dista`ncia entre els punts
de prensio´ s’ha estudiat una altra conﬁguracio´, en una relacio´ de prensio´ donada per:
Oi =

−1 0 0 2000mm
0 1 0 0mm
0 0 −1 461mm
0 0 0 1
 (5.4)
cosa que implica ‖ pOi ‖= 2052.44mm. Aquesta conﬁguracio´ de prensio´ presenta unes
caracter´ıstiques similars a la emprada en l’exemple anterior, amb la u´nica difere`ncia que la
dista`ncia entre els sistemes de prensio´ e´s bastant me´s gran. Per tal que l’espai de treball per
aquesta conﬁguracio´ de prensio´ no sigui nul s’ha seleccionat la segu¨ent posicio´ relativa de les
bases:
Bi =

−1 0 0 1000mm
0 −1 0 −2000mm
0 0 0 461mm
0 0 0 1
 (5.5)
un cop ﬁxades la conﬁguracio´ s’ha estudiat el rang d’orientacions possibles en el punt x =
[196,−403, 419]T mm (Figura 5.23). A primera vista e´s presenten dues difere`ncies importants
amb els rangs d’orientacio´ obtinguts en l’exemple anterior. En primer lloc el rang d’orientacio´
te´ regions no connexes, i a me´s l’interval de rotacions en cadascun dels eixos e´s notablement
me´s petita que l’exemple anterior. Aquesta darrera observacio´ e´s coherent amb la conjectura
realitzada (Conjectura 3.1), mentre que la primera observacio´ e´s deguda a el fet que l’espai
de treball del robot e´s no convexa i la interseccio´ entre una esfera i un so`lid no convexa pot
presentar una frontera no continua sobre la esfera. Donades les caracter´ıstiques obtingudes en
la ana`lisi d’aquest punt i d’altres en podria considerar que aquesta conﬁguracio´ esta` al l´ımit
del que seria recomanable per a treballar amb manipulacio´ conjunta.
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Figura 5.21: Rang d’orientacions del sistema multirobot de la cel·la del IOC per a x1.
Figura 5.22: Rang d’orientacions del sistema multirobot de la cel·la del IOC per a x2.
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Figura 5.23: Rang d’orientacions del sistema multirobot en la conﬁguracio´ II.
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Part III
Dina`mica i Control
99

Cap´ıtol 6
Sistemes Meca`nics amb restriccions
holo`nomes
L’estudi del comportament dina`mic de sistemes meca`nics amb restriccions holo`nomes es pot
fer seguint diferents procediments. Una possibilitat e´s seleccionar un conjunt de coordenades
locals del sistema (Cap´ıtol 2), i sobre aquestes realitzar un estudi similar al que es faria sobre
R
n. La seleccio´ d’aquestes coordenades no e´s sempre fa`cil i en molts casos amaga propietats del
sistema, a me´s de diﬁcultar la sistematitzacio´ de molts dels procediments d’estudi. En aquest
cap´ıtol es presenta l’estudi d’aquests sistemes seguint un enfoc basat en la seva formulacio´
en forma de sistemes d’equacions diferencial-algebraiques (DAEs). En aquest plantejament
es descriu per una banda la varietat sobre la que es mou el sistema, i per l’altra un conjunt
d’equacions diferencials que corresponen a la dina`mica del sistema sense restriccions. Aquest
plantejament permet mantenir la intu¨ıcio´ f´ısica sobre el sistema a canvi de treballar amb un
sistema d’ordre superior. La principal difere`ncia entre l’enfoc basat en DAEs i la formulacio´
cla`ssica de problemes amb restriccions, resolts per me`tode de Lagrange, e´s la metodologia de
resolucio´.
El plantejament basat en DAEs es pot aplicar a la deﬁnicio´, simulacio´ i disseny de
controladors per aquest tipus de sistemes [Sira-Ramirez, 1992a] [Kumar and Daoutidis, 1995]
[McClamroch, 1990] [Krishnan and McClamroch, 1993] [Yim, 1993].
En aquest cap´ıtol s’ha adoptat una representacio´ dels sistemes amb restriccions holo`nomes
que permet la seva integracio´ mitjanc¸ant integradors de DAEs (DAE solvers) cla`ssics. Es
caracteritzen les singularitats d’aquests sistemes pel cas de robot amb l’element terminal
restringit a una superf´ıcie r´ıgida i per la manipulacio´ multirobot a trave´s de prensio´ r´ıgida de
so`lid r´ıgid. Finalment es realitza una proposta de sistema de control gene`ric per aquest tipus
de sistemes que permet regular la posicio´ i les forces de lligam que actuen sobre el sistema.
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6.1 Formulacio´ dels sistemes meca`nics
Els sistemes meca`nics que s’estudiaran estan composats per cadenes cinema`tiques obertes, i
lligams cinema`tics que restringeixen el seu moviment. Com ja s’ha apuntat anteriorment, el
modelat a trave´s de DAE formula el sistema amb les equacions de la dina`mica de les cadenes
cinema`tiques obertes i les restriccions cinema`tiques, per separat. A continuacio´ es descriu la
forma gene`rica de la dina`mica d’aquestes cadenes, i posteriorment es presenta la aplicacio´ de
la metodologia proposada a dos casos concrets de sistemes amb restriccions holo`nomes.
6.1.1 Dina`mica de les cadenes cinema`tiques obertes
Les cadenes cinema`tiques obertes estan formades per un conjunt de cossos a l’espai, que
s’assumeixen r´ıgids. Per tant la seva conﬁguracio´ es pot representar per una varietat de la
forma:
M = SE(3)× SE(3)× · · · × SE(3) (6.1)
aquesta varietat presenta una me`trica natural de la forma:
T =

T1 0 · · · 0
0 T2 · · · 0
...
...
. . .
...
0 0 . . . Tn
 (6.2)
on Ti correspon a la me`trica emprada per descriure les caracter´ıstiques f´ısiques del cos i. La
obtencio´ d’aquestes me`triques, que habitualment s’anomena tensor d’ine`rcia, e´s un problema
forc¸a estudiat i conegut [Stokes and Brockett, 1996]. En les cadenes articulades els diferents
cossos estan units a trave´s d’articulacions, i la situacio´ de les diferents articulacions θ forma el
que s’anomena espai de conﬁguracions C. A partir de la situacio´ de les articulacions i l’aplicacio´
de la cinema`tica del mecanisme e´s possible determinar la situacio´ de cadascun dels cossos dins
l’espai de treball. Per tant existeix una aplicacio´:
C K−→M
un cop establerta aquest relacio´ e´s possible importar la me`trica deM cap a C. Aquesta me`trica
presenta la forma:
TMC = J
TTJ
on J representa la aplicacio´ tangent de K. Aquesta expressio´ es pot desenvolupar en la forma:
TMC =
n∑
i=1
JTi TiJi
on Ji correspon a les components de la aplicacio´ tangent de K que permeten relacionar les
velocitats de les articulacions i les velocitats del cos i.
La me`trica deﬁnida, esta` directament relacionada amb la energia cine`tica de la cadena
cinema`tica. Les trajecto`ries que descriu el mecanisme corresponen a les geode`siques de la
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me`trica corresponent a l’energia cine`tica. E´s a dir que la dina`mica del mecanisme es representa
a trave´s de l’equacio´:
∇ωω = 0 (6.3)
on ω = dθ(t)
dt
i ∇ωω representa la derivada covariant. Aquesta derivada covariant ha d’e´sser
coherent amb la me`trica de l’energia cine`tica, i per tant deﬁnir una connexio´ Riemanniana
[Boothby, 1986].
A me´s de l’energia cine`tica, la majoria de sistemes meca`nics tenen una component d’energia
potencial. Aquesta e´s una funcio´ de la forma:
U :M−→ R+
la inclusio´ d’aquesta nova component de la energia modiﬁca la energia total de les geode`siques
del sistema, i la evolucio´ de les geode`siques del sistema prendra` la forma:
T∇ωω + gradU = 0 (6.4)
on gradU correspon al gradient de U . Finalment e´s possible obtenir una representacio´ complerta
de la dina`mica introduint la inﬂue`ncia de les forces exteriors:
T∇ωω + gradU = τ (6.5)
entre aquestes forces exteriors s’inclouen les forces aplicades en les articulacions i els fregaments.
Un cop ﬁxat un conjunt de coordenades locals, la equacio´ (6.5) es transforma directament en
la equacio´:
m∑
j=1
Tkj (θ) θ¨j +
m∑
i=1
m∑
j=1
Γkij (θ) θ˙iθ˙j + gk = τ k (6.6)
on Γkij corresponen als s´ımbols de Christoﬀel per les coordenades locals ﬁxades. En la literatura
de robo`tica aquesta equacio´ es presenta en forma matricial de la forma:
M (θ) θ¨ + c
(
θ, θ˙
)
+ g (θ) = τ (6.7)
on θ, θ˙, θ¨ so´n vectors vectors (n×1) que corresponen a les variables articulars, les seves velocitats
i acceleracions respectivament, M e´s una matriu sime`trica i deﬁnida positiva que correspon al
tensor d’ine`rcia, c e´s un vector (n× 1) que representa les forces de Coriolis i centr´ıpetes, g e´s
un vector ( n× 1) que representa les forces que provenen de potencials i τ e´s un vector ( n× 1)
que correspon al parell exercit en les diferents articulacions.
Aquesta formulacio´ expressa la dina`mica sobre l’espai de conﬁguracions, mentre altres
formulacions la referencien a la conﬁguracio´ de l’element terminal del sistema multirobot
(Operational Space Formulation) [Kathib, 1987].
Tal com s’ha presentat anteriorment (cap´ıtol 2), en els sistemes amb restriccions holo`nomes el
moviment del sistema estara` restringit. La dina`mica del sistema complerta sera` la dina`mica
lliure pero` restringida a una varietat. E´s a dir :
M (θ) θ¨ + c
(
θ, θ˙
)
+ g (θ) = In τ +
∂φ
∂θ
T
λ (6.8)
φ (θ) = 0 (6.9)
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on φ correspon a les restriccions que actuen sobre el sistema expressades sobre l’espai de
conﬁguracions, In e´s una matriu que permutacio´ que relaciona els parells generalitzats amb
les diferents articulacions, i λ les forces de lligam introdu¨ıdes per mantenir el sistema sobre la
varietat. Aquesta formulacio´ es pot expressar en l’espai d’estat amb el que s’obte´
M (θ) ω˙ + c (θ,ω) + g (θ) = In τ +
∂φ
∂θ
T
λ
θ˙ = ω (6.10)
φ (θ) = 0
Aquest e´s el format gene`ric en el que presenten els sistemes meca`nics amb restriccions
holo`nomes.
El sistema (6.10) presenta un format de DAE d’´ındex III (Taula B.1), per tant la seva matriu
de reduccio´ d’´ındex e´s ∂φ
∂θ
M−1 (θ) ∂φ
∂θ
T
.
El sistema (6.10) te´ solucio´ si i nome´s si ∂φ
∂θ
M−1 (θ) ∂φ
∂θ
T
e´s no singular. Aquesta conclusio´ e´s
equivalent al Teorema d’existe`ncia de la dina`mica amb restriccions [Haug, 1989].
Seguidament s’apliquen aquest desenvolupaments a dos tipus de sistemes robo`tics amb
restriccions holo`nomes.
6.1.2 Robot restringit a una superf´ıcie
Seguidament s’aplica la formulacio´ presenta al cas de robots l’element terminal dels quals esta`
restringit a moure’s sobre una superf´ıcie/corba r´ıgida. Aquest tipus de sistema e´s habitual en
la realitzacio´ de tasques robotitzades en les que hi ha contacte amb l’entorn com per exemple
el polit, a me´s de poder-se modelar d’aquesta manera diferents tipus de sistemes meca`nics. A
me´s de la formulacio´ es presenta una caracteritzacio´ nova i intu¨ıtiva de les singularitats que
presenten aquest tipus de mecanismes.
6.1.2.1 Modelat del Sistema
En aquest tipus de sistemes M, c i g corresponen directament a les caracter´ıstiques de la
dina`mica del robot. La restriccio´ φ (θ) es pot expressar de la forma ϕ (Kin (θ)) on
ϕ : SE(3) −→ Rm
correspon a la descripcio´ de la superf´ıcie de restriccio´, i Kin e´s la cinema`tica del robot. Aplicant
aquesta descomposicio´ e´s possible escriure ∂φ
∂θ
= ∂ϕ
∂x
J, on J correspon a la aplicacio´ tangent de
la cinema`tica lliure. Cal tenir en compte que en aquest cas λ te´ la mateixa dimensio´ que ∂ϕ
∂x
,
e´s a dir el nombre de restriccions independents.
Com ja e´s sabut J relaciona les direccions de moviment en C i el SE(3). De manera similar
les components de ∂ϕ
∂x
representen les direccions normals a la superf´ıcie de restriccio´, per tant
formen un conjunt generador de les direccions prohibides degut a la restriccio´, es a dir el
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Equacions de la corba Singularitats
a · y + b · x = c θ2 ∈ [0, π],θ1 = arctan
(
a
b
)
(x− a)2 + (y − c)2 = 1 θ2 ∈ [0, π],θ1 = arctan
(
c
a
)
Taula 6.1: Ana`lisi d’algunes corbes de restriccio´.
complementari a l’espai tangent de la varietat. Finalment el producte ∂ϕ
∂x
J permet relacionar
les velocitats de C amb les velocitats sobre la varietat.
Les forces lligam generades sobre l’espai de conﬁguracions presentaran la forma:
JT
∂ϕ
∂x
T
λ (6.11)
on λ ∈ Rm e´s un vector que indica la quantitat de forc¸a en cadascuna de les components del
conjunt generador format pels elements de JT ∂ϕ
∂x
T
.
Cal tenir en compte que els vectors que formen JT ∂ϕ
∂x
T
no tenen per que e´sser ortogonals entre
si ni unitaris, aixo` s’ha de tenir en compte en la interpretacio´ de λ. E´s possible, pero` aconseguir
que aquests vectors siguin ortonormals entre si a trave´s de combinacions lineals.
Proposicio´ 6.1 En els robots restringits a una superf´ıcie/corba la matriu de reduccio´ d’´ındex
presenta la forma:
J
∂ϕ
∂x
M−1 (θ)
∂ϕ
∂x
T
JT (6.12)
Demostracio´
Donat que la matriu de reduccio´ d’´ındex gene`rica pren la forma ∂φ
∂θ
M−1 (θ) ∂φ
∂θ
T
substituint el
valor de ∂φ
∂θ
dedu¨ıt anteriorment s’obte´ l’expressio´ presentada.
6.1.2.2 Caracteritzacio´ de les Singularitats
En aquesta seccio´ es presentacio´ la relacio´ existent entre les singularitats de la cinema`tica i les
singularitats de la matriu de reduccio´ d’´ındex.
Proposicio´ 6.2 La matriu de reduccio´ d’´ındex ℘ = J∂ϕ
∂x
M−1 (θ) ∂ϕ
∂x
T
JT e´s singular si i nome´s
si span
{
∂ϕ
∂x
T
}⋂
ker
{
JT (θ)
} = {0}
Demostracio´
Donat que M representa el tensor d’ine`rcia d’una cadena cinema`tica oberta es pot considerar
que e´s una matriu deﬁnida positiva i per tant de rang complert. Per tant (6.12) e´s una forma
quadra`tica deﬁnida positiva.
En el cas en que ℘ e´s un escalar, e´s singular quan e´s igual a 0. Aixo` passa quan
J (θ)Tφx (Kin (θ))T = 0, cosa que indica que φxT (Kin (θ)) ∈ ker
{
JT (θ)
}
.
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El producte JT ∂ϕ
∂x
T
, es pot expressar com
[
JT ∂ϕ1
∂x
T
, · · · ,JT ∂ϕm
∂x
T
]
, aquesta matriu te´ com a molt
rang m. En el suposat cas en que span
{
∂ϕ
∂x
T
}⋂
ker
{
JT (θ)
} = {0}, el seu rang es redueix
i passa a e´sser m − dim
{
span
{
∂ϕ
∂x
T
}⋂
ker
{
JT (θ)
}}
, i per tant es produeix una pe`rdua de
rang.
Lema 6.1 En el cas particular que
Rank
{
ker
{
JT (θ)
}}
= 1
la condicio´ de la proposicio´ (6.2) es do´na quan ker
{
JT (θ)
}
i φx
T (kin (θ)) s’al·lineen.
Les forces que pertanyen al nucli de JT , poden tenir magnitud inﬁnita sense que aixo` generi
cap forc¸a sobre les articulacions. Per aquest motiu si les forces de lligam es troben dins aquest
conjunt, no e´s possible solucionar de forma u´nica el problema dina`mic, ja que forces de lligam
de diferent magnitud generaran la mateixa forc¸a sobre l’espai de conﬁguracions i per tant el
mateix moviment de les articulacions.
L’estudi de les singularitats que s’ha presentat u´nicament considera relacions de velocitat, i no
te´ en compte les restriccions de posicio´. Per tant algunes singularitats obtingudes a partir de
la aplicacio´ de la proposicio´ 6.2 no seran tals ja que no compliran les restriccions de posicio´.
La natura de les singularitats depe`n de les caracter´ıstiques de la superf´ıcie de lligam i les
caracter´ıstiques cinema`tiques del manipulador. En la Taula 6.1 es presenten alguns resultats
obtinguts en l’estudi d’un manipulador de 2 graus de llibertat restringit a diferents tipus de
superf´ıcies [Costa-Castello´ et al., 1995].
6.1.3 Robots manipulant la mateixa pec¸a simulta`niament
A continuacio´ s’aplica la metodologia de modelat al cas de dos robots que manipulen
conjuntament una mateixa pec¸a. Es considerara` que la pec¸a manipulada es pot modelar com
un so`lid r´ıgid i que les conﬁguracions de prensio´ so´n totalment r´ıgides. Com en el cas anterior
a me´s de la formulacio´ es presenta una caracteritzacio´ de les singularitats del mecanismes sota
estudi.
6.1.3.1 Modelat
Aquest tipus de sistemes, estudiats en la seccio´ 2.2, presenten un tipus de restriccions diferents,
ja que so´n igualtats entre elements de SE(3).
Les equacions de la dina`mica lliure presentaran un format similar, encara que la interpretacio´
sera` una mica diferent:
M (θ) θ¨ = −c
(
θ, θ˙
)
− g (θ) + In τ −WT (θ) f (6.13)
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on θ =
[
θT1 ,θ
T
2 ,x
T
]T
, f =
[
fT1 , f
T
2
]T
, τ =
[
τ T1 , τ
T
2
]T
, g (θ) =
[
g1 (θ1)
T ,g2 (θ2)
T ,mgTr
]T
,
c (θ) =
[
c1 (θ1)
T , c2 (θ2)
T , co (x)
T
]T
,
M (θ) =
 M1 (θ1) 0 00 M2 (θ2) 0
0 0 Mo
 , In = [ Id 0 0
0 Id 0
]T
W (θ) =
[
E1 (θ1) 0 −Id
0 E2 (θ2) −Id
]
on x correspon a la situacio´ en l’espai de l’objecte manipulat, Mo e´s el tensor d’ine`rcia de
l’objecte manipulat expressat en els sistema de refere`ncia sobre l’objecte, co (x) correspon al
terme d’acoblament de la dina`mic del so`lid manipulat, m e´s la massa d’aquest so`lid, gr correspon
a les forces que actuen sobre l’objecte degudes a la gravetat, i Ei (θi)  AdO−1i Ji correspon al
jacobia` del robot i expressat en el sistema coordenat de refere`ncia sobre l’objecte.
Aix´ı el sistema complet pren la forma
M (θ) θ¨ = −c (θ, q˙)− g (θ) + In τ −W (θ) f (6.14)
x = B1Kin1 (θ1)O1 (6.15)
x = B2Kinj (θ2)O2 (6.16)
on Oi correspon a la transformacio´ entre el sistema de refere`ncia sobre el canell del robot i,
i el sistema de refere`ncia sobre l’objecte i Bi correspon a la transformacio´ necessa`ria entre el
sistema de refere`ncia sobre la base del robot i, i el sistema de refere`ncia de mo´n.
Pels sistemes multirobot amb manipulacio´ r´ıgida d’objectes r´ıgids, la matriu de reduccio´ d’´ındex
presenta la forma WT (θ)M−1 (θ)W (θ), i substituint s’obte´ l’expressio´:
℘ =
[
Λ1
−1 (θ1) +M−1o M
−1
o
M−1o Λ2
−1 (θ2) +M−1o
]
(6.17)
on Λi
−1 (θi) = Ei (θi)Mi−1 (θi)EiT (θi), i anomenant Ψi  Λi−1 (θi) +M−1o s’obte´ :
℘ =
[
Ψ1 M
−1
o
M−1o Ψ2
]
(6.18)
6.1.3.2 Caracteritzacio´ de les singularitats
Lema 6.2 Woodbury [Kailath, 1980]:
Si P, Q i Q−1 +RP−1S so´n de rang complert, aleshores
(P+ SQR)−1 = P−1 −P−1S (Q−1 +RP−1S)−1 RP−1 (6.19)
108 CAPI´TOL 6. SISTEMES MECA`NICS AMB RESTRICCIONS HOLO`NOMES
Proposicio´ 6.3 La matriu de reduccio´ d’´ındex (6.18) e´s singular si ker
{
ET1
}⋂
ker
{
ET2
} = ∅
Demostracio´
Ψi e´s la suma d’una matriu deﬁnida positiva i una que e´s semideﬁnida positiva per tant e´s
deﬁnida positiva i per tant invertible.
Per tal d’estudiar el rang de ℘ se li aplicaran algunes transformacions lineals. Primerament la
segona ﬁla es premultiplicara` per −M−1o [Ψ2]−1 i posteriorment es sumara` a la primera ﬁla:[
Ψ1 −M−1o [Ψ2]−1 M−1o 0
M−1o Ψ2
]
(6.20)
Donat que Ψ2 i M
−1
o so´n de rang complert, aleshores ℘ e´s singular quan Ψ1−M−1o [Ψ2]−1 M−1o
e´s singular. Per tant es pot reduir l’estudi a l’estudi del rang d’aquesta matriu.
Aplicant el lema de Woodbury a (6.3):
Ψ1 −M−1o [Ψ2]−1 M−1o =
Ψ1 −M−1o
[[
E2M2
−1E2T
]−1
+M−1o
]
M−1o =
Λ1 +M
−1
o −M−1o
[
M−1o −M−1o E2
[
M2 +E2
TM−1o E2
]−1 · E2TM−1o ]M−1o =
E1M1
−1E1T +M−1o −M−1o
[
M−1o −M−1o E2 ·
[
M2 + E2
TM−1o E2
]−1
E2
TM−1o
]
M−1o =
E1M1
−1E1T + E2
[
M2 + E2
TM−1o E2
]−1
E2
T
Donat que M1
−1 i
[
M2 + E2
TM−1o E2
]−1
so´n matrius deﬁnides positives, Ψ1−M−1o [Ψ2]−1 M−1o
e´s una matriu semideﬁnida positiva, i per tant Ψ1 −M−1o [Ψ1]−1 M−1o e´s singular u´nicament
quan hi ha un vector que pertany a la interseccio´ dels nuclis de ET1 i E
T
2 simulta`niament.
Formalment, es pot escriure:
det
{
Ψ1 −M−1o [Ψ1]−1 M−1o
}
= 0 iﬀ dim
{
span
{
ker
{
ET1
} ∩ ker{ET2 }}} > 0
La matriu (6.18) e´s singular quan els nuclis de les matrius Ei presenten una interseccio´ no
nul·la. E´s a dir que les direccions singulars dels robots coincideixen.
Aquestes singularitats estan deﬁnides sobre l’espai tangent, per tant e´s possible que les
conﬁguracions singulars obtingudes no compleixin les restriccions de posicio´. En consequ¨e`ncia
sera` necessari veriﬁcar aquest punt.
6.2 Simulacions
A mode d’exemple de l’efectivitat de l’enfoc comentat es presenta la metodologia de simulacio´ i
modelat de sistemes meca`nics amb restriccions holo`nomes emprada durant el desenvolupament
de la tesi. Les simulacions corresponen als sistemes robotics estudiats en la seccio´ anterior.
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Generador
Generador
de codi
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Descripcio´ Dades nume`riques
C,Fortran
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Para`metres
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Manipulador simbo`lic
Ana`lisi
Simbo`lica
Integrador DAE
nume`rics
Figura 6.1: Esquema de la metodologia proposada.
6.2.1 Eines d’implementacio´
Una de les qu¨estions me´s tedioses i que en la pra`ctica consumeixen me´s temps en el proce´s de
simulacio´, e´s la obtencio´ del conjunt ﬁnal d’equacions i la seva validacio´. Per tal de facilitar
aquesta tasca s’ha desenvolupat un procediment que permet portar a la pra`ctica tot els passos,
de forma natural i eﬁcac¸ en quan al temps de desenvolupament. Aquest procediment s’ha
esquematitzat en la la Figura 6.1. En el primer pas es fa una descripcio´ d’alt nivell del
comportament del sistema. Aquesta descripcio´ e´s similar als desenvolupaments presentats en
la seccio´ anterior. Per facilitat aquesta descripcio´ s’ha desenvolupat un conjunt d’eines que
automatitzen molts dels passos, com la introduccio´ de la cinema`tica, ca`lcul de la aplicacio´
tangent i el tensor d’ine`rcia, entre d’altres [Costa-Castello´, 1996]. En aquest primer pas no
so´n necessa`ries dades nume`riques. A partir d’aquesta descripcio´, el manipulador simbo`lic
genera i simpliﬁca un conjunt d’equacions que reﬂexen el comportament del sistema. L’estudi
d’aquestes equacions pot aportar informacio´ i conclusions sobre el comportament del sistema
[Campbell et al., 1994]. A partir d’aquestes equacions i com a pas previ a la integracio´ nume`rica
s’obte´ directament la formulacio´ GGL (Seccio´ B.2.3). Seguidament es recomana introduir les
dades nume`riques del problema. El fet d’introduir-les en aquest moment permet introduir una
segona fase de simpliﬁcacio´. Aquest pas es podria fer un cop generat el codi, pero` d’aquesta
manera la simulacio´ sera` me´s ra`pida, encara que una modiﬁcacio´ del para`metres implicara` una
nova generacio´ del codi.
El pas segu¨ent e´s la generacio´ de codi a partir d’aquestes equacions. Habitualment el que
es genera so´n un conjunt de rutines en llenguatge Fortran o C. Aquest pas es realitza
automa`ticament.
De forma pre`via a la simulacio´ resulta d’intere`s estudiar quines so´n les singularitats del sistema
que es prete´n simular, ja que en aquests punts la simulacio´ no podra` continuar.
Un cop es disposa del codi, aquest es compila i enllac¸a conjuntament amb l’integrador. De forma
pre`via a la simulacio´ e´s necessari seleccionar de forma manual alguns para`metres d’integracio´
per tal d’optimitzar el proce´s. Un cop s’ha realitzat aixo`, s’executa el programa obtingut i
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s’obtenen un conjunt de dades nume`riques que representen la evolucio´ de les diferents variables
del sistema. Aquestes dades es poden visualitzar amb el suport d’algun paquet esta`ndard.
En aquest treball s’ha emprat MapleV R3 c© [Char, 1991] com a manipulador simbo`lic, DASSL
[Brenan et al., 1989] con a integrador de DAEs i MatLabTM [The MathWorks, 1992] com a
eina de visualitzacio´.
6.2.2 Simulacio´ d’un robot restringit a una superf´ıcie
En aquesta seccio´ es presenta el resultat de dues simulacions d’un robot de dos graus de llibertat,
on cadascun dels seus cossos e´s d’un metre de longitud, 5kg de pes i 1 kg ·m2 de moment
d’ine`rcia. L’element terminal esta` restringit a moure’s sobre una superf´ıcie r´ıgida, en aquest
cas una recta. La simulacio´ presenta la segu¨ent evolucio´ temporal: entre t = 0sg i t = 0.5sg el
robot es mante´ parat degut a que s’apliquen uns parell sobre les articulacions que compensen
l’efecte de la gravetat, posteriorment per t = 0.5sg aquest parell s’elimina i el robot es mou
sota l’accio´ de la gravetat.
Aixo` s’ha implementat per dos casos diferents. En el primer la superf´ıcie de restriccio´ e´s
x = 1. Per aquest tipus de superf´ıcie les singularitats venen donades per (0, 0), (π, 0), (0, π),
i (π, π) (Taula 6.1). Cap d’aquestes singularitats compleix les restriccions de posicio´, per tant
el sistema esta` lliure de singularitats (Figura 6.2). En el segon cas la restriccio´ e´s x = 0; les
singularitats per aquest cas so´n les mateixes que en l’anterior cas pero` (π, π) i (0, π) compleixen
les restriccions de posicio´, per tant so´n singularitats reals. Per aquest motiu la simulacio´ no
pot continuar quan es passa prop d’aquests punts (Figura 6.3).
6.2.3 Dos robots manipulant r´ıgidament un objecte r´ıgid
En aquest seccio´ es presenta una simulacio´ de un sistema composat per dos robots de tres graus
de llibertat cadascun, que manipulen r´ıgidament un objecte r´ıgid. Els robots del sistema estan
composats per cossos de 1m de llargada i 5kg de massa, (Figure 6.4), i l’objecte te´ una massa
de 1kg . Els robots es deixen lliure en front a l’accio´ de la gravetat. Com es pot observar en les
gra`ﬁques la simulacio´ evoluciona correctament ﬁns que el sistema s’aproxima a una singularitat
de la matriu de reduccio´ d’´ındex. Aquesta singularitat correspon a les caracter´ıstiques deﬁnides
anteriorment en la caracteritzacio´ d’aquest tipus de sistemes.
6.3 Control de Sistemes DAE
En aquesta seccio´ es presenta una metodologia per dissenyar controladors dina`mics per una
classe de sistemes DAE d’´ındex III, que inclou els sistemes robo`tics amb restriccions holo`nomes.
La majoria de treballs presentats en el control d’aquest tipus de sistemes estan basats
en te`cniques algebraiques [McClamroch, 1990], pero` en la proposta descrita a continuacio´
s’utilitzen te`cniques cla`ssiques de geometria diferencial per sistemes no lineals. Per poder
aplicar aquestes te`cniques al tipus de sistemes objecte d’estudi e´s necessari reformular el
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Figura 6.2: Evolucio´ per la superf´ıcie x = 1m (Dades Nume`riques : Tolera`ncia absoluta 10−3,
Tolera`ncia relativa 10−3, Pas d’integracio´ ma`xim 5 ·10−6s, Error ma`xim produ¨ıt : 5.249 ·10−11)
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(c) Determinant del Jacobia`
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(d) Variable articular θ1 (t)
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Figura 6.3: Evolucio´ per la superf´ıcie x = 0m (Dades Nume`riques : Tolera`ncia absoluta 5 ·10−3,
Tolera`ncia relativa 5 · 10−3, Pas d’integracio´ ma`xim 7 · 10−6s, Error ma`xim produ¨ıt : 1.9 · 10−16
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Figura 6.4: Evolucio´ del sistema multirobot (a) Trajecto`ria descrita pels robots , (b)
Determinant de la matriu de reduccio´ d’`ındex (c) Determinant dels jacobians dels robots, (d)
Evolucio´ del vector d’estat (d) Forces de Lligam.( Tolera`ncia absoluta 10−6, Tolera`ncia relativa
10−3, pas d’integracio´ ma`xim 5 · 10−4, error ma`xim 3.9657 · 10−8)
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problema en forma de ODE. Aquesta te`cnica s’ha aplicat a priori per sistemes de tipus qu´ımic
[Kumar and Daoutidis, 1995] i meca`nics [Yun, 1993].
En aquest treball s’utilitza una te`cnica provinents dels me`todes nume`rics de DAEs
[Brenan et al., 1989]. Es treballa amb el ODE subjacent (seccio´ B.1.2). La diﬁcultat principal
de l’aplicacio´ de les te`cniques habituals e´s que el sistema no esta` en forma af´ı. Per solucionar
aquest problema s’aplicar la te`cnica d’extensio´ dina`mica [Nijmeijer and van der Schaft, 1990].
L’enfoc proposat e´s gene`ric i serveix per qualsevol sistema meca`nic amb restriccions holo`nomes
modelat amb DAEs. A trave´s de l’aplicacio´ dels algorismes proposats e´s possible controlar els
graus de llibertat de posicio´ del sistema a me´s de les forces de lligam que actuen sobre ell.
Els resultats obtinguts so´n similars als presentats per alguns casos particulars en el treballs de
Xiaoping [Yun, 1993], encara que el procediment d’obtencio´ del mateixos e´s totalment diferent.
6.3.1 Formulacio´ del problema
Les equacions d’un sistema robo`tic amb restriccions holo`nomes (Equacio´ 6.10) es poden escriure
de la forma:
x˙1 = A (x1,x2) +B (x2)λ +C (x2) τ (6.22)
x˙2 = x1 (6.23)
0 = r (x2) (6.24)
on x2 representa les variables de posicio´ del sistemes, x1 les variables de velocitats, λ les forces
de lligam degudes a les restriccions, τ so´n els parells aplicats en les articulacions del sistema,
A, B, i C so´n funcions cont´ınues i diferenciables que deﬁneixen la dina`mica lliure del sistema
i, ﬁnalment, r e´s el conjunt de restriccions que actuen sobre el sistema.
Com ja s’ha introdu¨ıt anteriorment, aquest tipus de sistema correspon, en general, a un
DAE d’´ındex III. Per tal d’aplicar directament les te`cniques de control geome`tric e´s necessari
reescriure el sistema (6.22)-(6.24) en forma d’ODE. El me`tode emprat per realitzar la conversio´
es basa en derivar les restriccions algebraiques (6.24) dues vegades en front del temps. Aplicant
aixo` s’obte´:
0 =
∂r (x2)
∂x2
x˙2 = R (x2)x1 (6.25)
0 = R˙ (x2)x1 +R (x2) x˙1 (6.26)
Per tal d’obtenir el valor de λ, es substitueix el valor de x˙1 obtingut de (6.22), en la equacio´
(6.26):
0 = R˙ (x2)x1 +R (x2)A (x1,x2)R (x2)B (x2)λ +R (x2)C (x2) τ (6.27)
Si la matriu de reduccio´ ı´ndex e´s no singular, e´s possible obtenir de forma anal´ıtica el valor de
λ:
λ = − [R (x2)B (x2)]−1
[
R˙ (x2)x1 +R (x2)A (x1,x2) +R (x2)C (x2) τ
]
(6.28)
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Per tal d’obtenir un ODE hi ha dues maneres ba`siques de procedir. En la primera el valor de
λ es substitueix en (6.22) per tal d’obtenir l’ODE:
x˙1 = A (x1,x2) +B (x2)
[
− [R (x2)B (x2)]−1 ·
[
R˙ (x2)x1 +R (x2)A (x1,x2)
+R (x2)C (x2) τ ]] +C (x2) τ (6.29)
x˙2 = x1 (6.30)
Aquest sistema s’anomena l’ODE redu¨ıt, ja que elimina la restriccio´ algebraica i les variables
de lligam. Aquesta aproximacio´ s’ha emprat per dissenyar controladors mitjanc¸ant linealitzacio´
per realimentacio´ d’estat [Krishnan and McClamroch, 1993]. En els casos en que e´s necessari
fer control de les forces de lligam, la variable de sortida e´s una funcio´ de les variables
d’estat i les entrades. Aquest tipus de sistemes no e´s directament controlable a trave´s de
les te`cniques cla`ssiques ja que hi ha una restriccio´ algebraica entre les entrades i les sortides
[Krishnan and McClamroch, 1993].
En la segona metodologia, la equacio´ (6.28) es deriva dues vegades respecte el temps per tal
d’obtenir una expressio´ impl´ıcita de λ˙:[
R˙ (x2)B (x2) +R (x2) B˙ (x2)
]
λ + [R (x2)B (x2)] λ˙ = (6.31)
−
[
R¨ (x2)x1 + R˙ (x2) x˙1 + R˙ (x2)A (x1,x2) +R (x2) A˙ (x1,x2)
+
[
R˙ (x2)C (x2) +R (x2) C˙ (x2)
]
τ +R (x2)C (x2) τ˙ ] (6.32)
i si la matriu de reduccio´ d’´ındex e´s no singular, e´s possible obtenir el segu¨ent ODE :
λ˙ = −
[
R (x2) B˙ (x2)
]−1 [[
R˙ (x2)B (x2)+ R (x2) B˙ (x2)
]
λ + R¨ (x2)x1 + R˙ (x2) x˙1
+R˙ (x2)A (x1,x2) +R (x2) A˙ (x1,x2) +
[
R˙ (x2)C (x2) +R (x2) C˙ (x2)
]
τ
+R (x2)C (x2) τ˙ ] (6.33)
Aquesta equacio´, conjuntament amb (6.22)-(6.23) formen l’ODE subjacent [Ascher et al., 1992]
del DAE (6.22)-(6.24). En aquesta aproximacio´ la equacio´ algebraica (6.24) queda substitu¨ıda
per una equacio´ diferencial (6.33).
Per simpliﬁcar la notacio´, la equacio´ (6.33) s’escriu de forma me´s compacta com:
λ˙ = f1 (x1,x2) + f2 (x1,x2)λ + g1 (x1,x2) τ + g2 (x1,x2) τ˙ (6.34)
i per tant el conjunt d’equacions diferencials queda:
x˙1 = A (x1,x2) +B (x2)λ +C (x2) τ (6.35)
x˙2 = x1 (6.36)
λ˙ = f1 (x1,x2) + f2 (x1,x2)λ + g1 (x1,x2) τ + g2 (x1,x2) τ˙ (6.37)
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on
g2 (x1,x2)  − [R (x2)B (x2)]−1 R (x2)C (x2) (6.38)
g1 (x1,x2)  − [R (x2)B (x2)]−1 (6.39)[(
x1
T ⊗ Ires
) ∂R
∂x2
C (x2) +R (x2)
(
x1
T ⊗ Idof
) ∂C
∂x2
+H (x1,x2)C (x2)
]
f2 (x1,x2)  − [R (x2)B (x2)]−1 (6.40)[(
x1
T ⊗ Ires
) ∂R
∂x2
B (x2) +R (x2)
(
x1
T ⊗ Idof
) ∂B
∂x2
+H (x1,x2)B (x2)
]
f1 (x1,x2) = − [R (x2)B (x2)]−1 (6.41)[(
x1
T ⊗ Ires
) (
x1
T ⊗ Ires·dof
) ∂ ∂R∂x2
∂x2
x1 +
(
x1
T ⊗ Ires
) ∂R
∂x2
A (x1,x2)+
R (x2)
((
x1
T ⊗ Idof
) ∂A
∂x2
)
+H (x1,x2)A (x1,x2)
]
on ⊗ nota el producte de Kronecker, Ip nota la matriu identitat de p× p, i
H1 (x1,x2) 
((
x1
T ⊗ Ires
) ∂R
∂x2
)
(6.42)
H2 (x1,x2)  R (x2)
[
∂A
∂x11
, · · · , ∂A
∂x1dof
]
(6.43)
H3 (x1,x2) 
[
∂R
∂x21
x1, · · · , ∂R
∂x2dof
x1
]
(6.44)
H (x1,x2)  H1 (x1,x2) +H2 (x1,x2) +H3 (x1,x2) (6.45)
Donat que el sistema (6.35)-(6.37) e´s directament un ODE, la teoria cla`ssica de control e´s
directament aplicable.
6.3.2 Extensio´ dina`mica
El sistema (6.35)-(6.37) no esta` en forma af´ı ja que apareixen les derivades de les variables de
control. Per tal de transformar (6.35)-(6.37) en un sistema af´ı, s’utilitza l’algorisme d’extensio´
dina`mica [Nijmeijer and van der Schaft, 1990]. En aquest algorisme es deﬁneix u  τ˙ , i
s’introdueix una nova equacio´ diferencial amb el que s’obte´:
x˙1 = A (x1,x2) +B (x2)λ +C (x2) τ (6.46)
x˙2 = x1 (6.47)
λ˙ = f1 (x1,x2) + f2 (x1,x2)λ + g1 (x1,x2) τ + g2 (x1,x2)u (6.48)
τ˙ = u (6.49)
Aquest nou sistema e´s af´ı, per tant es poden aplicar les te`cniques cla`ssiques de control no lineal.
El concepte d’extensio´ dina`mica s’esta` emprant cada cop me´s en el camp de l’a`lgebra diferencial
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[Fliess, 1991] i les seves aplicacions al sistemes de control lliscant [Sira-Ramirez et al., 1992]
[Sira-Ramirez, 1992b].
Finalment, el sistema es rescriu com
x˙ = f (x) + g (x)u (6.50)
z = l (x) (6.51)
on z so´n les sortides del sistema, l (x) =
[
l1 (x)
l2 (x)
]
=
[
k (x2)
λ
]
, xT =
[
xT1 ,x
T
2 ,λ
T , τ T
]T
,
f (x) =

A (x1,x2) +B (x2)λ +C (x2) τ
x1
f1 (x1,x2) + f2 (x1,x2)λ + g1 (x1,x2) τ
0
 g (x) =

0
0
g2 (x1,x2)
I

E´s important notar que hi ha dos tipus de sortides, una que depe`n u´nicament de les variables
de posicio´ i una altra que depe`n exclusivament de les variables de lligam. Donat que hi ha dos
tipus de sortides, estructuralment diferents les metodologies de dissenys seran diferents.
6.3.3 Disseny del sistema de control
Sobre el sistema (6.50)-(6.51) s’aplica una te`cnica de linealitzacio´ entrada/sortida per
realimentacio´ d’estat [Marino and Tomei, 1995]. Per tal d’aplicar aquesta te`cnica e´s necessari
estudiar el grau relatiu entre les sortides del sistema (z) i les seves entrades (u). Tal com
s’ha presentat en la seccio´ anterior hi ha dos tipus de sortides, i per tant l’estudi s’haura` de
realitxar de forma independent per cadascuna d’elles. Les sortides que depenen u´nicament de
les variables de posicio´ presenten un grau relatiu 3 mentre que les que u´nicament depenen de
les forces de lligam presenten un grau relatiu 1. Aix´ı les variables d’estat del sistema linealitzat
y es deﬁneixen de la segu¨ent forma:
y1
i = l1
i (x) (6.52)
y2
i = Lf l1
i (x) (6.53)
y3
i = L2f l1
i (x) i = 1, .., dim {l1 (x)} (6.54)
y4
j = l2
j (x) j = 1, .., dim {l2 (x)} (6.55)
on L representa la derivada de Lie [Marino and Tomei, 1995], i L2f l1
i (x) = LfLf l1
i (x).
Assumint que es veriﬁquen les condicions de linealitzacio´ [Nijmeijer and van der Schaft, 1990],
i que la aplicacio´
y =
[
yT1 ,y
T
2 ,y
T
3 ,y
T
4
]T
= Φ (x) (6.56)
e´s un difeomorﬁsme, el sistema linealitzat presenta la forma:
y˙i1  y2i (6.57)
y˙i2  y3i (6.58)
y˙i3  L3f l1i (x) + LgL2f l1i (x)u (6.59)
y˙j4  Lf l2j (x) + Lgl2j (x)u (6.60)
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que pot e´sser linealitzat amb un control de la forma:
u = β−1 (x) [v −α (x)] (6.61)
on
β (x) 

Lg1L
2
f l1
1 (x) · · · LgnL2f l11 (x)
... · · · ...
Lg1L
2
f l1
i (x) · · · LgnL2f l1i (x)
Lg1L
2
f l2
1 (x) · · · LgnL2f l21 (x)
... · · · ...
Lg1L
2
f l2
j (x) · · · LgnL2f l2j (x)

n = 1, .., coldim [g] (6.62)
α (x) 
[
L3f l1
i (x)
Lf l2 (x)
]
(6.63)
Aplicant la deﬁnicio´ de α (x) i β (x) sobre el sistema aqu´ı estudiat, e´s possible obtenir les
expressions de α i β :
α =
[
α1
α2
]
β =
[
β1
β2
]
on
α1 = (6.64)[∂S (x2)A (x1,x2)∂xT1
]T
+
∂
[
∂S(x2)x1
∂xT2
]T
x1
∂xT1

T
 · [A (x1,x2) +B (x2)λ +C (x2) τ ] +
[∂S (x2) [A (x1,x2) +B (x2)λ +C (x2) τ ]∂xT2
]T
+
∂
[
∂S(x2)x1
∂xT2
]T
x1
∂xT2

T
x1 +
S (x2)B (x2) [f1 (x1,x2) + f2 (x1,x2)λ + g1 (x1,x2) τ ]
α2 = f1 (x1,x2) + f2 (x1,x2)λ + g1 (x1,x2) τ
β1 = S (x2)B (x2)g2 + S (x2)C (x2)
β2 = g2 (x1,x2)
on S (x2) =
(
∂l1
∂xT2
)T
Finalment, assumint aquesta llei de control el sistema complet es comporta de la forma:
y˙i1 = y2 (6.65)
y˙i2 = y3 (6.66)
y˙i3 = v1 (6.67)
y˙4 = v2 (6.68)
E´s important notar que aquest sistema (6.65)-(6.68) e´s lineal i desacoblat, per tant es possible
emprar les metodologies cla`ssiques de control lineal.
Per tal que aquest procediment sigui correcte e´s necessari que β sigui de rang complet.
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Proposicio´ 6.4 β e´s de rang complet si la matriu
[
S (x2)
R (x2)
]
e´s de rang complet.
Demostracio´
La matriu β presenta la segu¨ent estructura[
S (x2)B (x2)g2 (x1,x2) + S (x2)C (x2)
g2 (x1,x2)
]
i donat que l’u´nica cosa que interessa e´s determinar en quines situacions es produeix una pe`rdua
de rang, es poden fer modiﬁcacions que no alterin el seu rang. Aix´ı es multiplica el bloc inferior
per S (x2)B (x2) i es resta del superior amb el que s’obte´ la nova matriu:[
S (x2)C (x2)
g2 (x1,x2)
]
Seguidament es substitueixen els diferents elements pel seu valor:[
S (x2)M
−1 (x2) In
− [R (x2)M−1 (x2)RT (x2)]−1 R (x2)M−1 (x2) In
]
=
[
S (x2)
− [R (x2)M−1 (x2)RT (x2)]−1 R (x2)
] [
M−1 (x2) In 0
0 M−1 (x2) In
]
La matriu de la dreta e´s de rang complet ja que M (x2) e´s el tensor d’ine`rcia. Per tant el rang
de la matriu quedara` determinat pel rang de la matriu de l’esquerra. En el bloc de sota de la
matriu de l’esquerra cal tenir en compte que
[
R (x2)M
−1 (x2)RT (x2)
]
correspon a la matriu
de reduccio´ d’´ındex. Aquesta matriu es considera de rang complet per deﬁnicio´, ja que en cas
contrari no e´s possible trobar el ODE de partida d’aquest estudi. Per tant el rang de la matriu
queda deﬁnit pel rang de la matriu: [
S (x2)
R (x2)
]
Aix´ı si aquesta matriu e´s rang complet, β sera` de rang complet.
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Lema 6.3 En el cas de sistemes robots restringits a una superf´ıcie/corba, la matriu β e´s de
rang complet si les restriccions imposades per la restriccio´ so´n independents de les direccions
de control i el sistema esta` fora d’una conﬁguracio´ singular.
Demostracio´
Si la superf´ıcie de restriccio´ e´s de la forma φ (p) i la sortida del sistema e´s l1 (p), on p so´n
coordenades de l’espai tal que p = Kin (θ), es pot escriure :[
S (x2)
R (x2)
]
=
[
φ (p)J (θ)
l1 (p)J (θ)
]
= [φ (p) , l1 (p)]
[
J 0
0 J
]
Aleshores si J e´s de rang complet [φ (p) , l1 (p)] ha d’e´sser tambe´ de rang complert.
Lema 6.4 En el cas de sistemes de manipulacio´ multirobot r´ıgida d’objectes r´ıgids, la matriu
β e´s de rang complet si el brac¸os estan en conﬁguracions no singulars.
Demostracio´
Per aquest cas
[
S (x2)
R (x2)
]
=

J1 0 . . . 0
J1 −J2 . . . 0
J1 0
. . . 0
J1 0 · · · −Jr

Si es resta la primera ﬁla a les deme´s ﬁles s’obte´:
J1 0 . . . 0
0 −J2 . . . 0
0 0
. . . 0
0 0 · · · −Jr

que u´nicament e´s de rang complet si tots els Ji ho so´n.
6.3.4 Llei de Control lineal
Per tal que les sortides del sistema (y1 (t) ,y4 (t)) segueixin les refere`ncies predeﬁnides
(r1 (t) , r2 (t)) s’utilitzara` una metodologia de regulacio´ sobre l’error. Primerament s’apliquen
les segu¨ents deﬁnicions:
e1 (t)  y1 (t)− r1 (t) (6.69)
e2 (t)  y2 (t)− dr1 (t)
dt
(6.70)
e3 (t)  y3 (t)−
ddr1 (t)
dt
dt
(6.71)
e4 (t)  y4 (t)− r2 (t) (6.72)
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Sistema
Codiﬁcacio´
∫
τ
y
u
v
Decodiﬁcacio´ Control lineal
r
x
Figura 6.5: Arquitectura del Sistema de Control.
que aplicant-les al sistema el transformen en:
e˙1 = e2 (6.73)
e˙2 = e3 (6.74)
e˙3 = v1 − r¨1 (6.75)
e˙4 = v2 − r˙2 (6.76)
per tant les entrades es seleccionen de la forma:
vi1 = −
d3r1
i (t)
dt3
−Λi1,1
(
yi3 −
d2r1
i (t)
dt2
)
−Λi1,2
(
yi2 −
dr1
i (t)
dt
)
− Λi1,3
(
yi1 − r1i (t)
)
(6.77)
vj2 = −
(
dr2
j (t)
dt
+Λj1,1
(
yj4 − r2j (t)
))
(6.78)
on els para`metres Λki,j es trien per tal que
s3 +Λi1,1s
2 +Λi1,2s +Λ
i
1,3 = 0 (6.79)
s +Λj2,1 = 0 (6.80)
siguin polinomis de Hurwitz . Els valors Λki,j ﬁxaran la dina`mica de l’error.
6.3.5 Exemple nume`ric
Seguidament s’aplica la metodologia presentada a un manipulador de 2 graus de llibertat,
en el que el seu element terminal esta` restringit a moures sobre una recta. L’objectiu sera` el
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Figura 6.6: Resultats de la simulacio´ del sistema de control.
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seguiment d’una trajecto`ria predeﬁnida pd (t) amb una forc¸a de lligam tambe´ predeﬁnida fd (t).
La arquitectura del sistema complert es presenta en la Figura 6.5.
En aquest cas la superf´ıcie de restriccio´ e´s una l´ınia recta que es pot parametritzar de la forma:
p = p0 + (p1 − p0)µ
Fixant el para`metre escalar µ queda determinat un punt sobre la recta. Les sortides del sistema
seran de la forma:
l (x) =
[ Kin(q)−p0
p1−p0
f
]
La trajecto`ria que es desitja seguir e´s:
ld (x) =
[
0.70 + 0.5sin(0.5t)
0.2
]
Per tant el, punt de contacte entre l’element terminal del robot i la superf´ıcie de restriccio´
descriura` una sinusoide mantenint la forc¸a de contacte constant.
La validacio´ del sistema s’ha realitzat mitjanc¸ant simulacio´. Els para`metres del robot so´n:
longitud de les articulacions 1m cadascuna, amb 1kg de pes i 1kg ·m2 de moment d’ine`rcia. La
superf´ıcie de restriccio´ amb que s’ha treballat e´s y = 0.
Els para`metres del sistema lineal so´n Λ11,1 = 25, Λ
1
1,2 = 50 i Λ
1
1,3 = 50 per la llei de control de
posicio´ i Λ12,1 = 1 per la part de control de forc¸a. Amb aquest valors s’obte´ una constant de
temps d’uns 4s tant per la posicio´ com per la forc¸a.
En la Figura 6.6 es presenten els resultats de la simulacio´ del comportament del sistema de
control. Es pot comprovar que es compleixen perfectament totes les especiﬁcacions realitzades,
sense la necessitat d’aplicar parells desmesurats o velocitats articulars elevades.
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Cap´ıtol 7
Identiﬁcacio´ i control de forces internes
En aquest cap´ıtol es proposa una metodologia pel modelat i control de les forces internes que
apareixen en la manipulacio´ multirobot. El me`tode proposat obte´ un model expl´ıcit de la
relacio´ entre les forces internes i el que s’anomenara` velocitats internes. Aquestes velocitats
seran moviments que aniran contra la hipo`tesi de prensio´ r´ıgida. Aquesta relacio´ s’obtindra`
a trave´s de l’estudi de dades emp´ıriques, i la posterior aplicacio´ d’un proce´s d’identiﬁcacio´.
Finalment, els models obtinguts s’utilitzen en el disseny de controladors de les forces internes.
L’esquema de control proposat actua a dos nivells, un intern en el que es controlen les forces
internes i un d’exterior encarregat de determinar les forces internes desitjades d’acord amb una
funcio´ de cost indicada a priori [Boleko et al., 2001] [Boleko et al., 1999] [Boleko, 1999].
7.1 Velocitats Internes
7.1.1 Descomposicio´ de les forces
En la seccio´ 2.9 s’ha deﬁnit el concepte de forc¸a de lligam, i s’ha presentat la forma que
presenten aquestes forces dins la manipulacio´ multirobot. Dins el context de control aquestes
forces s’anomenen habitualment forces internes. Aix´ı doncs s’anomenara forces internes aquelles
forces que pertanyin al nucli de la matriu de prensio´ (W).
Donat que la matriu de prensio´ e´s de rang complet, el seu nucli te´ dimensio´ 6 (r − 1). Per tant
e´s possible trobar un conjunt de 6 (r − 1) vectors que formen una base ortonormal del nucli de
W. Si el vectors d’aquesta base s’uneixen en una matriu (Wε), el producte d’aquesta matriu
pel vector f de forces aplicades ens donara` les components d’aquestes en les direccions dels
vectors que formen la base. E´s a dir:
fε = W
T
ε f ∈ R6(N−1) (7.1)
on fε e´s un vector format per les components de f en la direccio´ dels vectors de la base
ortonormal. Aquest vector e´s el que s’anomenara` vector de forces internes.
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Aix´ı doncs, cada vector de forces aplicades es podra` expressar com la suma de dos vectors un
que pertany al nucli de W, ϕe⊥ , i un de forces actives, ϕe:
f = ϕe + ϕe⊥
on ϕe⊥ = Wεf
T
ε .
7.1.2 Deﬁnicio´
Seguint un plantejament similar que el emprat en la ana`lisi de les forces, e´s possible descomposar
els elements de l’espai tangent v ∈ TxtOt, i escriure’ls com la composicio´ de les velocitats dels
sistemes de refere`ncia de cadascun dels robots. E´s a dir :
v = [v1,v2, . . . ,vr]
T (7.2)
on vi ∈ TxiOi correspon a la velocitat del sistema de refere`ncia Oi sobre el robot i respecte al
sistema inercial.
Des del moment en que es produeix la manipulacio´ conjunta, e´s necessari que el vectors v
veriﬁquin l’equacio´ de lligam dΦ · v = 0. dΦ pot veure’s com una aplicacio´ lineal de la forma:
dΦ : R6r → R6(r−1)
Aquesta aplicacio´ deﬁneix un espai lineal Se pels vectors de la forma dΦ · v = 0. Aquest espai
correspon al conjunt de velocitats que compleixen les condicions de lligam, per tant Se ≈ TotOΦ.
De forma ana`loga e´s possible deﬁnir l’espai complementari a Se (Se
⊥) que correspon a aquelles
velocitats que no veriﬁquen les restriccions de lligam.
Un vector gene`ric v ∈ TxtOt pot descomposar-se en la suma de dos vectors:
v = υe + υe⊥
υe ∈ Se, i υe⊥ ∈ Se⊥. Els vectors que pertanyen a Se⊥ corresponen a velocitats que violen
les restriccions de manipulacio´ r´ıgida i, per tant, que tendiran a deformar l’objecte manipulat.
Donat que dim
{
S⊥e
}
= 6(r − 1), els seus elements (υe⊥) poden representar-se per un conjunt
de 6(r− 1) variables independents (vε). Donat que dΦ ·WT = 0 i que W e´s de rang complert,
WT e´s un conjunt generador de Se, Aix´ı de la mateixa manera que passava amb les forces
internes:
vε = W
T
ε v (7.3)
El vector vε s’anomenara` velocitats internes. E´s possible calcular υe⊥ a partir de vε com:
υe⊥ = Wεv
T
ε (7.4)
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7.2 Modelat del sistema
7.2.1 Introduccio´
La relacio´ entre les forces internes i les velocitats internes en un sistema totalment r´ıgid ve
determinada per la equacio´ del treball instantani:
ω = ϕTe⊥υe⊥ = fεW
T
ε Wεv
T
ε = fεv
T
ε
i donat que les forces internes no generen treballs aquesta expressio´ presenta un valor de 0, aix´ı
doncs es pot escriure:
fεv
T
ε = 0
aquesta relacio´ esta`tica correspon a la relacio´ entre les forces internes i les velocitat internes
en el cas d’un so`lid r´ıgid. En la pra`ctica els sistemes no so´n totalment r´ıgids i presenten certes
acomodacions. Per tal de poder controlar les forces internes sera` necessari cone`ixer aquesta
relacio´, que vindra` representada per un model dina`mic de la forma:
fε = H {vε}
on H e´s l’operador que representa la dina`mica interna. Aquesta dina`mica recull una gran
quantitat de feno`mens com el joc meca`nic de les pinces, la deformacio´ dels objectes manipulats,
i la friccio´ entre les pinces i els objectes manipulats entre d’altres. La obtencio´ d’un model
anal´ıtic d’aquesta dina`mica e´s extraordina`riament complex, a me´s d’obtenir un model de grau
elevat la utilitat del qual a efectes del disseny del sistema de control, objecte ﬁnal de l’estudi, e´s
me´s que dubtosa. Per aquest motiu s’ha optat per buscar un model del sistema basat en dades
emp´ıriques. Per tal d’obtenir aquest tipus de models s’ha plantejat un proce´s d’identiﬁcacio´
esta`ndard [Ljung, 1999].
Els models que s’obtindran i el proce´s d’obtencio´ dels mateixos esta` en funcio´ de les
caracter´ıstiques del sistema amb que es prete´n treballar. En aquest cas es tracta de robot
industrials, que disposen de controladors de posicio´. Aquest tipus de robots es poden considerar
com a posicionadors, e´s a dir com a sistemes als que s’indica una consigna i seguint un
cert comportament fan que l’element de terminal es situ¨ı en la conﬁguracio´ consignada. Les
consignes s’indiquen amb un per´ıode (T ), i amb aquest mateix per´ıode e´s possible observar la
evolucio´ de la sortida. Per tant des d’aquest punt de vista e´s possible modelar el robot com
un sistema de temps discret. Donat que les velocitats es podran indicar u´nicament en temps
discret, el controlador de forces internes s’haura` de dissenyar tambe´ en temps discret. Per
aquest motiu s’ha considerat que els models estudiats so´n tambe´ de temps discret.
Finalment, per plantejar el proce´s de identiﬁcacio´ de model sera` necessari determinar el proce´s
d’obtencio´ de les dades i el me`tode emprat per ajustar els models a partir de les dades
obtingudes.
7.2.2 Obtencio´ de les dades experimentals
El primer pas en el moment de plantejar-se la obtencio´ d’un conjunt de dades experimentals
que reculli el comportament dina`mic del sistema, e´s la seleccio´ d’un senyal d’excitacio´
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Figura 7.1: Espectre de pote`ncia del senyal d’excitacio´.
adequat pel sistema que es prete´n identiﬁcar. En la literatura es documenten diferents
tipus de senyals per excitar els sistemes amb l’objectiu d’identiﬁcar el seu comportament
[Schoukens and Pintelon, 1991] [So¨derstro¨m and Stoica, 1989] [Ljung, 1999].
En aquest treball s’han seleccionat les sequ¨e`ncies bina`ries de longitud ma`xima MLBS
(Maximum Length Binary Sequence) [Schoukens and Pintelon, 1991]. Aquest tipus de senyal
e´s perio`dic i binari. La eleccio´ d’aquest tipus de senyal e´s deguda a que les pertorbacions que
poden apare`ixer en el sistema degudes a desincronitzacions o errors de modelat solen tenir un
comportament similar, d’aquesta manera el model obtingut correspondra` a les caracter´ıstiques
de treball similars a les reals.
El senyal MLBS presenta la propietat de que el seu espectre de pote`ncia e´s pra`cticament
constant dins una certa banda passant, i fora d’aquesta banda presenta valors pra`cticament
menyspreables. La banda en que es concentra la pote`ncia del senyal es pot ﬁxar jugant amb
el nombre de vegades que es repeteix cada element de la sequ¨e`ncia. Aixo` e´s de gran intere`s ja
que permet concentrar la pote`ncia del senyal dins la banda passant del sistema que es prete´n
identiﬁcar.
La magnitud de l’espectre d’aquest senyal a una frequ¨e`ncia ωk =
2πk
NT
presenta la forma:
A0
√
1 + 1
N
N
sin(kπ
N
)
kπ
N
(7.5)
on A0 e´s l’amplitud escollida pel senyal binari; N e´s la longitud de la se`rie i T e´s el per´ıode
de mostratge. En la ﬁgura 7.1 es presenta la evolucio´ de la magnitud de l’espectre del senyal
emprat en la identiﬁcacio´.
Donat que el per´ıode de mostratge queda ﬁtxat per les caracter´ıstiques del sistema, u´nicament
cal determinar N i A0. En aquest treball s’ha pres N = 2
13 − 1 = 8191 per tal de tenir una
bona densitat de frequ¨e`ncies.
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La seleccio´ del para`metre A0 s’ha de realitzar de forma experimental, per tal que les condicions
de identiﬁcacio´ siguin el me´s semblants possibles a les de treball. Cal tenir en compte que
velocitats internes massa grans poden produir ruptures en l’objecte manipulat, o produir
lliscament sobre les pinces.
Una qu¨estio´ que cal tenir en compte, en la pra`ctica, e´s que els sensors de forc¸a emprats per
mesurar les forces internes, so´n en general bastant sorollosos. Per tal de minimitzar l’efecte del
soroll e´s recomanable aplicar una te`cnica de promitjat [Schoukens and Pintelon, 1991], e´s a dir,
cadascun dels experiments s’ha realitzat un total de 6 vegades, ﬁnalment els valors d’entrada
de cadascun dels experiments s’han sumat i dividit per 6, i un tractament similar s’ha fet sobre
els valors de sortida. Finalment, aquest nou conjunt de valors entrada/sortida e´s el que s’han
emprat per analitzar la relacio´ entrada/sortida.
7.2.3 Ajust de models
De forma pre`via a ajustar els models s’ha realitzat un estudi per determinar quina e´s la
estructura adient per modelar adequadament el comportament del sistema. Per obtenir me´s
informacio´ sobre el comportament s’ha de realitzar un estudi de la cohere`ncia espectral de
la relacio´ entrada/sortida de les dades experimentals disponibles (seccio´ 7.4). Aquest estudi
[Boleko, 1999] [Boleko et al., 2001], ha provat que dins de la banda passant del sistema la
cohere`ncia espectral eix a eix e´s bastant propera a 1. La cohere`ncia espectral do´na idea de la
linealitat del sistema, i el que la cohere`ncia espectral sigui elevada implica que el sistema te´ un
comportament forc¸a lineal dins la seva banda passant.
Donat que la cohere`ncia eix a eix es prou elevada, s’ha decidit emprar models de comportament
lineal i a me´s desacoblats. E´s a dir que el sistema es modela a trave´s de 6 sistemes lineals
amb una entrada i una sortida. Treballar amb aquest tipus de models fa que tant el proce´s
d’identiﬁcacio´ i el posterior disseny de sistemes de control sigui notablement me´s senzill. A me´s
els models acoblats que s’han experimentat no han aportat una millora substancial.
De forma pre`via a la obtencio´ de models e´s recomanable la normalitzacio´ de les dades, e´s a dir
eliminar el valor mig i normalitzar les amplituds [−1, 1]. D’aquesta manera s’aconsegueix que
els me`todes nume`rics encarregats d’ajustar els para`metres dels models funcionin d’una forma
me´s eﬁcient. Amb aquest procediment, s’ha eliminat pero` el guany en estat estacionari que ha
d’e´sser tractat de forma a¨ıllada.
De forma pre`via a l’ajust dels models, e´s convenient estudiar el comportant dels models no
parame`trics del sistema, que oferiran informacio´ sobre el comportament del sistema i aportaran
informacio´ sobre les caracter´ıstiques que han de presentar els models deﬁnitius. Un cop estudiats
els models no parame`trics es realitza una cerca iterativa de models fent servir estructures
polino`miques de caixa negra. L’estructures que s’han mostrat especialment adients so´n ARX i
Output Error [Ljung, 1999]. Per cadascun dels eixos e´s recomanable aplicar els criteris d’Akaike
(IAC,FPE), per trobar els models o`ptims d’acord amb la seva complexitat i grau de prediccio´.
De forma addicional e´s recomanable aplicar criteris qualitatius de seleccio´ com la similitud entre
les respostes frequ¨encials dels models amb les respostes frequ¨encials dels models no parame`trics.
Aquest punt e´s forc¸a important ja que posteriorment es dissenyaran els controladors mitjanc¸ant
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Figura 7.2: Arquitectura del Sistema de control.
te`cniques frequ¨encials. Addicionalment es recomanable descomposar les dades experimentals
en dos subconjunts. Mitjanc¸ant el primer s’obtenen els models i amb el segon s’utilitzara` per
comparar el grau de similitud de la resposta temporal.
Cal recalcar que els models obtinguts, a me´s de la dina`mica deguda als jocs meca`nics, fregaments
i acomodaments, recullen tambe´ les possibles difere`ncies existents en les respostes temporals
dels diferents robots que, en la pra`ctica, poden provocar la aparicio´ de forces internes. El fet
que el model inclogui tambe´ aquests feno`mens fa que el sistema de control els pugui compensar.
L’u´nic inconvenient e´s que en alguns casos els models obtinguts no presenten una interpretacio´
f´ısica clara.
7.3 Sistema de Control
Un cop s’han obtingut models que descriuen el comportament de les forces internes, una de les
necessitats de la manipulacio´ multirobot e´s mantenir sota control aquestes forces. Per aquest
motiu es dissenyara` un sistema de control que ﬁxara` aquestes forces en un cert nivell especiﬁcat.
En molts casos interessara` mantenir les forces internes en un valor mı´nim, aquesta opcio´ pero`,
no permetra` controlar el repartiment de ca`rrega entre els diferents robots. E´s possible tambe´,
regular el nivell de forces internes a altres valors, inclu´s e´s possible calcular de forma dina`mica
el nivell de forces internes desitjat.
Una possibilitat e´s determinar el nivell de forces internes que genera el repartiment de ca`rrega
desitjat entre els diferents robots [Alberts and Soloway, 1988], i utilitzar-lo com a refere`ncia
pel sistema de control de forces internes. El sistema de control que es proposa segueix aquest
plantejament, e´s a dir, presenta un nivell intern de regulacio´ de forces internes i un llac¸ exterior
encarregat de determinar la consigna de forces internes o`ptimes d’acord amb un certa funcio´
de cost relacionada amb el repartiment de ca`rrega (Figura 7.2).
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Figura 7.4: Estructura de l’algorisme de dos graus de llibertat.
7.3.1 Algorisme de Control
Seguint l’esquema dels models obtinguts a trave´s del proce´s d’identiﬁcacio´ es dissenyaran 6
sistemes control, un per cadascun dels eixos. L’objectiu de cadascun d’aquest sistemes sera`
mantenir la forc¸a interna de eix corresponent ﬁxada a un cert valor de consigna.
Entre la planta real i els models obtinguts hi haura` un cert nivell d’incertesa ocasionat per la
inexactitud dels models, la inﬂue`ncia de la pec¸a manipulada i la conﬁguracio´ del sistema. A
me´s d’aquesta incertesa el sistema presenta un cert nivell de soroll de sensat no menyspreable
introdu¨ıt pels sensors de forc¸a. Per tal de minimitzar l’efecte de tots aquest elements sobre
el comportament del sistema s’ha afrontat el disseny del controlador des d’un punt vista de
control robust.
Per tal de formalitzar les especiﬁcacions que es desitgen s’ha emprat la teoria cla`ssica de control
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robust [Doyle et al., 1992]. Aquesta, es basa en l’estudi de la funcio´ de sensibilitat del sistema
S (z) i la funcio´ de sensibilitat complementa`ria T (z), i la posterior deﬁnicio´ d’unes ﬁtes sobre
aquestes funcions. Habitualment aquestes ﬁtes es deﬁneixen a trave´s de funcions de ponderacio´
wp (z), wi (z). Donat que la funcio´ de sensibilitat representa la relacio´ entre les pertorbacions
en la sortida i la sortida del sistema, e´s recomanable que dins la banda passant del sistema la
funcio´ de sensibilitat prengui valor petits, ja que aixo` signiﬁca bon rebuig de les pertorbacions,
mentre que fora de la banda passant i donat que habitualment es disposa de models poc acurats
e´s convenient que preguin valors grans per no ampliﬁcar els modes no modelats. Per aquest
motiu s’ha triat una funcio´ de ponderacio´ de la forma:
wp 
s
M
+ ΩBW
s + ΩBW · A
on es trien els para`metres per tal que la resposta frequ¨encial de wp presenti una forma passa
alt (Figura 7.3). Els para`metres es poden ﬁxar tenint en compte que M es pot considerar
com una estimacio´ del marge de mo`dul desitjat: ΩBW ﬁxa la banda de pas, i A correspon a
l’error estacionari perme`s dins la banda passant. Aplicant aquesta funcio´ de pes a la funcio´ de
sensibilitat s’obte´ la primera restriccio´ de disseny :
| wp (s)S (z,k) |< 1
Aquesta expressio´ rep el nom de condicio´ de funcionament nominal (Nominal performance
condition) [Doyle et al., 1992]. E´s possible, tambe´ ﬁxar restriccions sobre la funcio´ de
sensibilitat complementa`ria. Aquestes es deﬁniran a trave´s d’una funcio´ de ponderacio´ com
en el cas anterior. La funcio´ emprada pren la forma∗ :
wi 
τs + r0
τ
r∞ s + 1
els para`metres de la qual es ﬁxaran per tal que la seva resposta frequ¨encial presenti un perﬁl
passa baix. Els para`metres es poden ﬁxar tenint en compte que 1
τ
indica la banda de pas del
sistema, r0 do´na idea de la incertesa en la entrada a baixes frequ¨e`ncies i r∞ de la incertesa
en la entrada a altes frequ¨e`ncies. Aquesta nova funcio´ de ponderacio´ podria donar lloc a una
restriccio´ com la expressada anteriorment. Desafortunadament ambdues restriccions no estan
desacoblades i, per aquest motiu s’uniﬁquen en una u´nica restriccio´ que pren la forma:
maxω {| wp (z)S (z,k) |z=ejωT + | wi (z)T (z,k) |z=ejωT } < 1
Aquesta nova restriccio´ rep el nom de condicio´ de funcionament robust.
Durant el proce´s de disseny del controlador s’han imposat dues condicions addicionals, una que
limita el guany de la funcio´ de sensibilitat entre la accio´ de control i la refere`ncia (Su,r), i una
altra garanteix la existe`ncia d’un guany mı´nim en la funcio´ de sensibilitat entre la sortida i la
refere`ncia (Sr,y). Finalment s’ha plantejat el segu¨ent problema d’optimitzacio´:
mink {maxω (| wp (z)S (z,k) |z=ejωT + | wi (z)T (z,k) |z=ejωT ) |z=eIω}
subject to | Sc,r (z,k) |z=ejωT > α
| Su,r (z,k) |z=ejωT < β
∗ Habitualment les funcions de ponderacio´ es deﬁneixen emprant la transforma de Laplace per aproﬁtar la
intu¨ıcio´ existent en sistemes de temps continu, posteriorment es passen a temps discret mitjanc¸ant l’us de la
transformada bilineal
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on β, α ∈ R so´n dos para`metres de disseny i k so´n els para`metres del controlador. Per solucionar
el problema d’optimitzacio´ s’ha emprat un mecanisme de programacio´ sequ¨encial quadra`tica.
Un pas previ a solucionar el problema ha estat la seleccio´ d’una estructura pel controlador
que permeti obtenir les especiﬁcacions de control desitjades. Inicialment es va plantejar a
l’u´s d’una estructura PID esta`ndard, pero` experimentalment s’ha vist que el fet que aquesta
estructura presenti u´nicament 3 para`metres k, fa que l’algorisme d’optimitzacio´ no convergeixi
a una solucio´ adequada. Per aquest motiu s’ha optat per una estructura que presenti me´s
para`metres. La estructura emprada (Figura 7.4), e´s de dos graus de llibertat ja que una
part del controlador u´nicament veu la refere`ncia i l’altra u´nicament veu la sortida. Les dues
components estan formades per una part integral i un sistema de primer ordre complet, e´s a
dir :
Gr (z) =
T
2Ti
z + 1
z − 1 +
k1z + k2
z + k3
, Gc (z) =
T
2Ti
z + 1
z − 1 +
k4z + k5
z + k6
on T e´s el per´ıode de mostratge del sistema, i Ti,k1,k2,k3,k4,k5 i k6 so´n els para`metres del disseny
del sistema. Per tal que el sistema en llac¸ obert sigui estable s’ha forc¸at que | k3 |< 1 i | k6 |< 1.
7.3.2 Ca`lcul de les forces o`ptimes
Com ja s’ha introdu¨ıt anteriorment, un dels interessos de la manipulacio´ multirobot e´s repartir
la ca`rrega entre els diferents robots. La relacio´ entre les forces aplicades pels diferents robots i
la forc¸a resultant sobre un sistema coordenat de refere`ncia situat sobre l’objecte manipulat be
donada per la equacio´ (2.26):
fo = Wf (7.6)
Les forces fo so´n les que generen moviment sobre l’objecte. En el cas de condicions esta`tiques
aquestes forces correspondran a l’efecte de compensar la gravetat i aquelles forces externes
que actu¨ın sobre el sistema. Donat que W presenta un nucli no nul, e´s possible trobat
diferents valors de f que generen les mateixes forces resultants fo. Per aquest motiu e´s possible
seleccionar la f o`ptima segons un cert criteri predeﬁnit. En la literatura s’han presentat diferents
metodologies per afrontar aquest problema, i en aquest treball s’ha seguit l’enfoc de Alberts i
Soloway [Alberts and Soloway, 1988], ja que correspon a un plantejament ﬂexible i amb solucio´
anal´ıtica. En aquest enfoc el criteri d’optimalitat esta` deﬁnit per una funcio´ de cost quadra`tica
de la forma:
p (f) =
1
2
fTPf (7.7)
on P e´s una matriu de pesos que pren la forma:
P =

P1 0 · · · 0
0 P2 · · · 0
...
...
. . .
...
0 0 · · · Pr
 (7.8)
on Pi so´n matrius sime`triques deﬁnides positives que reﬂexen la ponderacio´ de l’esforc¸ de
cadascun dels robots que intervenen en la manipulacio´. Cadascuna d’aquestes matrius pren la
forma:
Pi = αi
[
I3 0
0 βi · I3
]
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on αi ∈ R+ e´s el coeﬁcient que pondera l’esforc¸ desitjat en cadascun del manipuladors, i βi ∈ R+
e´s un coeﬁcient que permet ponderar els esforc¸os realitzats a trave´s de la aplicacio´ de forces o
moments.
Donat que es prete´n obtenir el conjunt de forces que optimitzen el funcional de cost, pero`
que alhora compleixin la restriccio´ de la forc¸a aplicada (Equacio´ 7.6), e´s necessari modiﬁcar el
plantejament per tal de tenir en compte aquesta restriccio´. Aixo` es fa aplicant les equacions de
Kuhn-Tucker. Aix´ı la nova funcio´ de cost pren la forma:
p (f) =
1
2
fTPf + λT (fo −Wf) (7.9)
on λ corresponen als multiplicadors de Lagrange. Donat que aquest problema e´s convex
presenta un u´nic mı´nim global localitzat en
fop = W0f (7.10)
on:
W0  P−1WT
(
WP−1WT
)−1
(7.11)
Cal notar que fop presentara` una component de forces internes que es pot calcular per l’expressio´:
fd = W
T
ε fop (7.12)
Aquesta component de forc¸a interna e´s la que s’utilitzara` com a consigna pel sistema de control
de forces internes presentat anteriorment.
7.3.3 Comentaris sobre l’estabilitat del sistema complert
+
+
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Figura 7.5: Esquema del sistema complet.
En la ﬁgura 7.5 es presenta un esquema complet del sistema de control pel cas particular de 2
robots, on Π correspon a l’algorisme encarregat de calcular les forces internes i les forces internes
7.3. SISTEMA DE CONTROL 135
-
xd x
Υ
fε
vεfdfo
Hc1 c2
c3
Robot Entorn
Figura 7.6: Esquema Equivalent.
o`ptimes, Ω correspon a algorisme de control de forces internes i la posterior descomposicio´ de
la velocitat interna desitjada en velocitats de cadascun dels robots, i ﬁnalment Ψ correspon a
la aplicacio´ que calcula la velocitat dels elements terminals dels robots a partir de la velocitat
desitjada pel sistema de refere`ncia de manera que no es generin velocitats internes.
Per tal d’estudiar la estabilitat d’aquest sistema, s’aplicara` el principi de descomposicio´ en
diferents eixos que s’ha presentat anteriorment per deﬁnir les forces internes i les velocitats
internes. Primerament cal destacar que la forc¸a interna ideal fd e´s funcio´ exclusivament de la
matriu de prensio´ W, de la matriu de ponderacio´ P i la forc¸a resultant sobre el sistema de
refere`ncia fo. Donat que durant la manipulacio´ W i P es consideren constants, la evolucio´ de
fd, depe`n exclusivament de fo. En el cas de manipulacio´ multirobot fo correspon directament
al pes de l’objecte manipulat, i en el cas de realitzar tasques on hi ha contacte amb l’entorn fo
correspondra` a la composicio´ del pes de l’objecte i de les forces que provenen de l’entorn. Per
tant e´s possible considerar que la evolucio´ de fo depe`n exclusivament de la posicio´ i orientacio´
x de l’objecte manipulat. A partir de fo s’obte´ directament la forc¸a interna desitjada a trave´s
de l’aplicacio´ de l’algorisme de ca`lcul de les forces o`ptimes Υ presentat en la seccio´ anterior .
D’altra banda el moviment dels elements terminals del robots es pot descomposar en aquelles
components que pertanyen a Se i aquells que pertanyen Se⊥ (seccio´ 7.1.2). Les components
de Se corresponen a aquelles que generaran variacions de x, i que per tant poden generar
variacions de fo. La relacio´ entre les consignes de posicio´ xd i fo es pot considerar com
la connexio´ en cascada un conjunt de subsistemes (Figura 7.6). La estructura d’aquesta
concatenacio´ es pot descomposar a una primera part (Robot) que correspon a la composicio´ de
les velocitats individuals i un altra (Entorn) que correspon al sistema f´ısic real. En principi
ambdo´s subsistemes so´n desconeguts, pero` es considera que so´n sistemes estables. En el cas del
primer, la assumpcio´ esta` basada en el fet que els controls de posicio´ individuals so´n estables,
i que la possible interaccio´ o desincronitzacio´ no genera moviment de Se, i per tant no afecta a
la evolucio´ de x.
Finalment la relacio´ de les velocitats internes i les forces internes generades ha estat identiﬁcada
i el sistema esta` controlat amb un sistema de control encarregat d’estabilitzar el sistema (Figura
7.6, on c1,c2 i c3 corresponen a les diferents parts que formen el controlador dissenyat).
Aix´ı ﬁnalment, observant la ﬁgura 7.6 es pot concloure que el sistema es pot escriure com la
connexio´ en cascada d’un conjunt de sistemes que so´n estables, per tant el sistema ﬁnal tambe´
ho sera`.
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Figura 7.7: Robots RX90 manipulant una mateixa pec¸a.
7.4 Validacio´ Experimental
La proposta realitzada en les seccions anteriors ha estat portada a la pra`ctica en la cel·la
robotitzada de l’IOC. En les seccions segu¨ents es descriu el proce´s d’implementacio´ i es presenten
els resultats experimentals obtinguts.
7.4.1 Plataforma d’Experimentacio´.
La cel·la robotitzada de l’IOC en la que s’ha implementat la metodologia proposada estava
formada per dos robots RX-90, cadascun dels quals esta` equipat amb un sensor de forc¸a
JR3 sobre el seu canell. Tots aquests components esta` connectats a una estacio´ de treball
Crimson-Elan Silicon Graphics Workstation. El sistema de comunicacio´ del computador amb
els robots es realitza a trave´s del mode ALTER dels robots i l’us d’unes llibreries espec´ıﬁques
[Boleko Ribas et al., 1998]. El per´ıode de mostratge del sistema e´s de T = 16ms.
7.4.2 Proce´s d’identiﬁcacio´
En general la banda passant dels sistemes meca`nics no sol superar els 10Hz, i amb aquest criteri
s’ha seleccionat la banda passant del senyal MLBS emprat per identiﬁcar el comportament del
sistema (Figura 7.1). Guardant cohere`ncia amb aquesta banda passant s’ha seleccionat el ﬁltre
dels sensors de forc¸a amb una banda passant de 7.8125Hz [JR3, 1994]. D’aquesta manera es
limita la banda passant del senyal de sortida i s’evita el problema de recobriment espectral
[Proakis and Manolakis, 1992].
Un cop ﬁxada la banda passant, resta ﬁxar l’amplitud del senyal d’excitacio´, que s’ha realitzat
mitjanc¸ant experimentacio´ en cel·la. Finalment, s’ha triat un factor A0 = 60 · 10−6ms pels eixos
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Figura 7.8: Cohere`ncia espectral entrada/sortida per la conﬁguracio´ 1
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Figura 7.9: Diagrama de Bode de les funcions de transfere`ncia
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Figura 7.10: Pols i zeros dels models dels sis eixos.
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de translacio´ (components 1,2 i 3 del vector de velocitats internes) i un factor de 6 · 10−4 rad
s
pel
cas del desplac¸ament de rotacio´.
Eix 1 Eix 2 Eix 3 Eix 4 Eix 5 Eix 6
24.59 · 10−3N
m
29.30 · 10−3N
m
349.06N
m
522.37Nm
rad
256.85Nm
rad
68.12Nm
rad
Taula 7.1: Guanys Esta`tics dels models identiﬁcats per la barra meta`l·lica.
De forma pre`via i per determinar el rang de validesa dels models en front a canvis en les peces
manipulades, s’han seleccionat dues peces amb les que realitzar els experiments, una de fusta
i l’altra meta`l·lica (en la Taula 7.1 es presenten els guanys obtinguts en la identiﬁcacio´ de la
pec¸a meta`l·lica). Ambdues es poden considerar totalment r´ıgides a efectes d’aquest estudi.
De manera similar, i per tal d’estudiar la depende`ncia dels models enfront al canvi de
conﬁguracio´ del sistema, s’han seleccionat dues conﬁguracions de prensio´ diferents. En aquestes
conﬁguracions no canvia la matriu de prensio´, el que canvia e´s la solucio´ de la cinema`tica inversa
del robots.
La cohere`ncia espectral obtinguda en la s’assaig corresponent a la conﬁguracio´ 1 amb la barra
meta`l·lica es presenta en la ﬁgura 7.8† . En cadascun dels eixos es presenta la cohere`ncia creuada
de l’entrada en un eix i la sortida en el mateix eix. Cal tenir el compte que l’us del senyal MLBS
per excitar el sistema fa que hi hagi poca excitacio´ a baixa frequ¨e`ncia i per aquest motiu la
cohere`ncia decau en aquestes frequ¨e`ncies [Schoukens and Pintelon, 1991].
De forma pre`via al plantejament dels dels models deﬁnitius, s’han obtingut els models no
parame`trics que permeten determinar la resposta temporal i frequ¨encial del sistema directament
de les dades experimentals [Ljung, 1999]. Aquests s’han emprat com un dels para`metres de
refere`ncia al validar els models obtinguts. En la ﬁgura 7.9 es presenta la resposta frequ¨encial
obtinguda a trave´s de l’aplicacio´ del me`tode de Blackman-Tukey superposat a la resposta
frequ¨encial dels models obtinguts.
Com resultat del proce´s d’identiﬁcacio´ s’ha obtingut un model per cadascun dels eixos. En la
ﬁgura 7.10 es presenta un diagrama de pols i zeros dels diferents models, i en la ﬁgura 7.9 es
mostren les seves respostes frequ¨encials superposades a les respostes frequ¨encials experimentals.
Com es pot veure l’ordre dels diferents sistemes e´s elevat. Aixo` es degut a que els models recullen
conjuntament les dina`miques dels robots, de les forces internes i dels ﬁltres dels sensors (l’estudi
detallat de les caracter´ıstiques dels ﬁltres ha mostrat que es tracta de ﬁltres passa baixos IIR
el·l´ıptics d’ordre 7).
Cal destacar que tots els models so´n estables, cosa coherent amb el fet que la planta tambe´ ho
e´s. Com es pot veure en el diagrama de pols i zeros la majoria de models so´n de fase no mı´nima,
i en molts sistemes aixo` indicaria l’existe`ncia de retards purs dins el sistema. Per veriﬁcar la
seva existe`ncia s’ha intentat forc¸ar els retards de forma estructural, pero` aixo` no ha millorar
els models obtinguts. Els zeros de fase no mı´nima podem e´sser atribu¨ıts a l’efecte del ﬁltre
el·l´ıptic.
† Tota la informacio´ que es presentara` a continuacio´ s’il·lustra amb els resultats d’aquest experiments. La
resta d’experiments donen resultats similars. Les dades complertes es poden trobar en [Boleko, 1999].
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Cal indicar que els models obtinguts presenten un error quadra`tic mitja` inferior al 10% en
les comparacions entre les simulacions i les dades experimentals del conjunt de test. Aixo`
juntament amb la semblanc¸a qualitativa entre l’espectre experimental i el del model ha fet que
es donin per bons els models obtinguts. Cal tenir en compte que la cohere`ncia espectral no e´s
en alguns casos superior al 95% i aixo` delata la existe`ncia d’un cert comportament no lineal,
que no sera` recollit amb els models emprats.
Els models presentats so´n els corresponents a les dades obtingudes en l’experiment de la
conﬁguracio´ 1 i la barra meta`l·lica. Els models obtinguts en les altres experiments presenten
unes caracter´ıstiques forc¸a similars a les dels models presentats. La principal difere`ncia ha
estat que la barra meta`l·lica presenta guanys estacionaris una mica superiors que la barra de
fusta. Donades aquestes similituds es prendran els models presentats com a models nominals
per disseny de compensadors.
Si s’analitza en detall la resposta frequ¨encials dels models obtinguts s’observa que la seva
magnitud presenta una forma plana dins la banda passant del sistema. Aquesta forma e´s la
que presentaria una molla lineal ideal. La principal difere`ncia amb l’espectre d’una molla lineal
ideal e´s la evolucio´ de la corba de fase, encara que aquesta difere`ncia pot e´sser deguda a l’efecte
del ﬁltre i de la dina`mica del robot.
7.4.3 Disseny dels controladors
Per sintonitzar els controladors amb el me`tode proposat anteriorment e´s necessari ﬁxar els
para`metres de les funcions de ponderacio´. En els experiments realitzats s’ha ﬁxat M = 1.5;
ΩBW que correspon a la banda de pas desitjada s’ha ﬁxat com el 90% del l’ample de banda
del ﬁltre del sensor, e´s a dir ΩBW = 7.0313Hz; A que correspon a l’error estacionari perme`s
dins la banda passant s’ha ﬁxat en A = 0.01; i ﬁnalment r0 = 0.2 i r∞ = 2 (la forma ﬁnal de
les funcions de ponderacio´ es presenta en la Figura 7.3). Un cop ﬁxats aquest para`metres s’ha
procedit a executar el proce´s d’identiﬁcacio´. L’efecte dels controladors sobre els sistemes es pot
observar en la ﬁgura 7.11 on es presenta el diagrama de Nyquist de la planta i de la planta me´s
el controlador per cadascun dels eixos.
7.4.4 Resultats Experimentals
A mode d’exemple es presenta els resultats experimentals obtinguts al manipular la pec¸a de
fusta en una conﬁguracio´ inicial propera a la segona conﬁguracio´ seleccionada. Cal destacar
que aquestes condicions no correspon ni a la pec¸a amb que s’ha identiﬁcat el comportament del
sistema ni a la conﬁguracio´ amb que s’ha identiﬁcat. En aquest experiment s’ha ﬁxat, α1 = 1,
β1 = 10
3, α2 = 1.5 i β2 = 10
3, a ﬁ de que el robot 1 presenti un factor de ca`rrega me´s elevat que
el robot 2. A me´s s’ha ponderat me´s els moments que les forces lineals, per a que, en cas de
necessitar generar moments, aquests es generin majorita`riament a trave´s del moments generats
per l’acoblament de les forces lineals i els moments.
En la ﬁgura 7.12 es presenten les trajecto`ries nominals consignades en cadascun dels eixos de
treball, i en la ﬁgura 7.13 es mostren els errors obtinguts en cadascuna d’aquestes trajecto`ries
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Figura 7.11: Diagrama de Nyquist de la planta i la planta en cascada amb el controlador.
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Figura 7.12: Trajecto`ria nominal de l’objecte
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Figura 7.13: Error de seguiment de la trajecto`ria nominal de l’objecte
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Figura 7.14: Forc¸a interna pre`via i posteriorment a la incorporacio´ del controlador. Error de
seguiment del valor o`ptim
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deguts a les correccions de posicio´ introdu¨ıdes pel sistema de control. Finalment, en la ﬁgura
7.14 es presenten les forces internes obtingudes quan es segueixen les trajecto`ries de la ﬁgura 7.12
sense controlador i amb controlador, i l’error de regulacio´ de forc¸a interna come´s en cadascun
dels eixos.
Com es pot comprovar el comportament del sistema es molt proper al ideal, amb la particularitat
de presentar pics d’error que coincideixen amb els moments en que les trajecto`ries seguides
presenten discontinu¨ıtats en la velocitat. Aixo` e´s degut a que els sensors de forc¸a emprats no
presenten compensacio´ de les forces inercials, i donat que l’efecte d’aquestes no esta` modelat,
s’introdueix dins el sistema en forma de pertorbacions. Fora d’aquest punts, les forces internes
segueixen perfectament la consigna reduint l’error a la magnitud del soroll propi del sensor.
Cap´ıtol 8
Comportament d’Impeda`ncia
En aquest cap´ıtol es proposa una metodologia per dissenyar i implementar un comportament
d’impeda`ncia aplicable en la manipulacio´ multirobot. Aquest tipus d’estrate`gia imposa
un cert comportament en cadascun del robots. Com a resultat de la combinacio´ dels
comportaments dels diferents robots, les variables del sistema que es pretenen regular segueixen
unes especiﬁcacions plantejades pre`viament. En el cas de la manipulacio´ multirobot, l’objectiu
del control d’impeda`ncia sera` mantenir sota control les forces internes i reaccionar de forma
coordinada enfront a forces exteriors. A difere`ncia del sistema proposat en el cap´ıtol anterior,
aqu´ı no s’utilitzen models expl´ıcits del sistema que es prete´n controlador, sino´ que el control
s’obte´ de forma indirecta.
En la proposta aqu´ı realitzada es contempla un comportament d’impeda`ncia que te´ en compte
l’estructura topolo`gica de l’espai en el que es realitzaran els moviments. La exposicio´ teo`rica
es complementa amb un estudi de les possibles vies d’implementacio´ i treballs experimentals
[Fargas-Marques et al., 2000] [Armengol Fontova, 2001] [Fargas Marques, 2000].
8.1 Introduccio´
Tradicionalment el comportament d’impeda`ncia ha tractat d’emular el comportament d’un
sistema meca`nic composat per una massa puntual, un fregament lineal, un amortidor lineal
i una forc¸a exterior. Aquesta forc¸a exterior, en general, prove´ de la interaccio´ amb
l’entorn. Aquest s´ımil de la f´ısica presenta l’avantatge d’e´sser simple i forc¸a estudiat, i per
aquest motiu s’ha emprat en un gran nombre d’ocasions [Hogan, 1985] [Natale et al., 1999]
[Schneider and Cannon, 1989] [Heinrichs et al., 1996].
Al deﬁnir el comportament d’impeda`ncia es ﬁxa una relacio´ entre dues variables a controlar,
forc¸a i posicio´, i aquesta relacio´ queda parametritzada pels coeﬁcients dels diferents elements
del s´ımil meca`nic.
Donat que el sistema meca`nic que s’utilitza com a refere`ncia e´s dissipatiu aixo` fa que la
interaccio´ d’aquest tipus de comportament amb altres sistemes del mateix estil presenti un
comportament estable. Per aquest motiu, aquesta estrate`gia e´s ideal per la interaccio´ amb
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entorns no estructurats, e´s a dir per entorns dels que es disposa d’un model ben deﬁnit.
El s´ımil meca`nic es pot aplicar sobre diferents espais topolo`gics en funcio´ de les propietats
de l’entorn que es vulgui tenir en compte. El plantejament me´s simple e´s considerar que la
posicio´ i la orientacio´ en l’espai es poden representar mitjanc¸ant 6 variables independents i
desacoblades. En aquest enfoc el comportament d’impeda`ncia es deﬁneix sobre R, es a dir,
es considera que la massa en moviment es pot moure u´nicament en una direccio´, i en aquest
mateixa direccio´ actua tambe´ el fregament, l’amortiment i la forc¸a exterior. Finalment el
comportament d’impeda`ncia queda modelat per un conjunt de 6 equacions diferencials amb
una entrada i una sortida. Donat que aquestes equacions so´n lineals, e´s possible trobar unes
equacions de temps discret que representin adequadament el comportament de temps continu, i
aixo` facilita molt el procediment d’implementacio´ del sistema. Encara que aquesta aproximacio´
e´s la me´s emprada en la pra`ctica [Schneider and Cannon, 1989] [Heinrichs et al., 1996], no te´
en compte la estructura topolo`gica de l’espai en que es realitzen els moviments, i aixo` fa
que es puguin observar comportaments forc¸a diferents dels que hom podria esperar o que el
comportament ﬁnal dependent del conjunt de variables seleccionades.
L’enfoc anterior planteja nombrosos problemes en els graus de llibertat de rotacio´, que
altres treballs resolen deﬁnint la impeda`ncia sobre R3 × SO(3), i considerant que la posicio´
i la orientacio´ so´n dues entitats totalment diferents i sense cap tipus d’acoblament. El
comportament obtingut d’aquesta manera es por representar per un conjunt d’equacions
diferencials no lineals de temps continu. La implementacio´ implica dos problemes, la primera
e´s com integrar en temps real les equacions i la segona e´s la seleccio´ d’una parametritzacio´
adequada per la orientacio´. En la major part de treballs, la integracio´ es resol emprant
un per´ıode de mostratge petit i aproximant la derivada per difere`ncies (aproximacio´ pel
me`tode d’Euler). En refere`ncia a les representacions emprades, destaquen els angles d’Euler
[Yamakita et al., 1996], la formulacio´ en forma d’eix i angle [Caccavale et al., 1999] i els
quaternions [Caccavale et al., 1999]. Aquest enfoc, encara que me´s aproximat que l’anterior,
no recull de forma completa l’estructura de l’espai de treball, per aquest motiu pot presentar
problemes o trajecto`ries estranyes en el cas de sistemes amb un fort acoblament com e´s el cas
de la manipulacio´ multirobot. Aquest fet e´s especialment visible quan es realitzen moviments
que s’allunyen de l’origen d’impeda`ncia.
Finalment, e´s possible deﬁnir el comportament d’impeda`ncia sobre SE(3). Donat que SE(3)
e´s el grup que representa el moviments del r´ıgid, aquest enfoc tracta com un tot els elements de
rotacio´ i translacio´, i per tant te´ en compte totes les caracter´ıstiques topolo`giques de l’espai de
treball. El resultat de la especiﬁcacio´ d’aquest comportament so´n un conjunt d’equacions no
lineals, per tant el problemes que es presentaran a l’hora d’implementar aquest tipus d’esquemes
seran similars als de l’enfoc anterior.
En aquest treball s’ha seguit aquest darrer enfoc i, en les segu¨ents seccions es presenta la
formulacio´ proposada i les te`cniques emprades per portar a la pra`ctica la metodologia indicada.
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8.2 Comportament d’impeda`ncia
8.2.1 Plantejament del problema
f
e
d (t)
r (t)
Figura 8.1: Deﬁnicio´ del sistema d’impeda`ncia.
En la manipulacio´ multirobot, i com a resultat d’un proce´s de planiﬁcacio´, s’obte´ una trajecto`ria
ha de seguir un sistema de refere`ncia lligat a l’objecte. Donat que es considera r´ıgida la prensio´
sobre l’objecte, aixo` ﬁxa de forma un´ıvoca les trajecto`ries que han de seguir els diferents robots.
Cadascuna d’aquestes trajecto`ries esta` deﬁnida sobre SE(3). L’objectiu del comportament
d’impeda`ncia pot e´sser doble; en primer lloc, tenir sota control les forces internes que actuen
sobre el sistema i, en segon, que el sistema complert presenti acomodacio´ enfront a la aparicio´
de forces externes que actuen sobre el sistema.
Es prete´n que la aparicio´ de forces f sobre el sistema de refere`ncia del robot introdueixi un
cert error e sobre la trajecto`ria nominal d (t), d’acord amb el comportament especiﬁcat. Aixo`
implica que la trajecto`ria seguida r (t), sigui sera` diferent de la inicialment consignada (Figura
8.1). Per tal de poder aplicar aquest comportament sera` necessari, deﬁnir primerament el
concepte d’error sobre SE(3) i posteriorment deﬁnir quin e´s el comportament d’impeda`ncia
sobre aquesta varietat.
8.2.2 Deﬁnicio´ de l’error
Donat que es treballara` amb elements de SE(3), e´s necessari estendre el concepte d’error als
elements de la varietat. Sobre R e´s natural que l’error e´s deﬁneixi com la resta entre l’element
nominal i el real, ja que la suma e´s la operacio´ interna del grup i el canvi de signe genera
l’element sime`tric. Per tant sera` natural emprar l’element sime`tric sobre SE(3) i la operacio´
interna per calcular l’error que es comet al aproximar una conﬁguracio´ desitjada d per una de
real r. Les principals propostes de deﬁnicio´ de l’error que hom pot trobar en la bibliograﬁa so´n
[Bullo and Murray, 1995]:
• Error natural :
e  d−1r (8.1)
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Figura 8.2: Deﬁnicio´ de l’error natural.
Aquesta expressio´ en les seves components de posicio´ i orientacio´ presenta la forma:
e =
[
RTdRr R
T
d (pr − pd)
0 1
]
(8.2)
En la ﬁgura 8.2 es presenta un esquema on s’il·lustra aquesta deﬁnicio´.
• Error rec´ıproc:
e  dr−1 (8.3)
que es pot expressar tambe´ en les seves components de posicio´ i orientacio´
e =
[
RdR
T
r pd −RdRTr pr
0 1
]
(8.4)
D’aquesta manera, es calcula l’error de posicio´ i orientacio´ respecte a la base inercial o
ﬁxa triada. Aixo` suposa que els resultats depenen de quina base s’hagi triat.
• Error h´ıbrid:S’empra la estructura SO(3)× R3 en el ca`lcul de l’error:
e 
[
RTdRr pd − pr
0 1
]
(8.5)
Totes les deﬁnicions indicades podrien a priori semblar adequades per l’avaluacio´ de l’error,
pero` hi ha algunes qu¨estions que cal tenir en compte. L’error h´ıbrid i rec´ıproc so´n magnituds
que depenen del sistema de refere`ncia inercial que s’ha ﬁxat, mentre que l’error natural no
presenta aquesta depende`ncia. Una altra qu¨estio´ addicional e´s que l’error natural i el rec´ıproc
estan expressats a trave´s d’operacions entre els elements del grup mentre que l’error h´ıbrid no
presenta aquesta forma, i per tant, encara que el resultat ﬁnal sigui un element del grup, la
seva deﬁnicio´ no recull l’estructura d’aquest. Per aquest motius s’ha seleccionat l’error natural
per deﬁnir el comportament d’impeda`ncia.
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8.2.3 Model d’impeda`ncia sobre l’error
La extensio´ del comportament d’impeda`ncia al moviment sobre SE (3) es pot fer de diferents
maneres; la me´s directa e´s expressar el moviment desitjat en termes energe`tics. Com e´s
ben conegut, els sistemes meca`nics tenen dos grans tipus d’energia la potencial i la cine`tica.
La relacio´ entre la energia i les trajecto`ries de la dina`mica e´s que aquestes trajecto`ries so´n
geode`siques de les energies.
El model d’impeda`ncia deﬁnit sobre SE(3) emulara` el comportament que presentaria un so`lid
r´ıgid sotme`s a l’efecte d’un amortidor i un fregament. Les caracter´ıstiques dina`miques d’un
so`lid r´ıgid estan reﬂexades en el seu tensor d’ine`rcia (T) [Stokes and Brockett, 1996]. A partir
d’aquestes caracter´ıstiques queda deﬁnida la energia cine`tica del sistema:
T : TgSE(3)× TgSE(3)→ R+
Les corbes de la dina`mica del so`lid correspondran a les geode`siques de la me`trica deﬁnida pel
tensor d’ine`rcia. Les geode`siques sobre SE(3) presentaran la forma:
T∇V V = 0 (8.6)
on ∇ correspon a la derivada covariant del camp vectorial V en la direccio´ deﬁnida pel camp
vectorial V [Boothby, 1986] i V = viLˆi. De forma me´s detallada la expressio´ anterior presenta
la forma:
Tv˙kLˆk + vivjΓ
k
ijTLˆk = 0 (8.7)
on Γkij so´n els s´ımbols de Christoﬀel que deﬁneixen una connexio´ de Levi-Civita coherent amb
la me`trica T i la estructura de SE(3) [Boothby, 1986]. La equacio´ (8.6) es pot interpretar com
la extensio´ de la llei de Newton per treballar sobre varietats.
A me´s de la energia cine`tica la majoria de sistemes meca`nics, i en particular els que es prete´n
emular en el comportament d’impeda`ncia presenten energia potencial. Aquesta es deﬁneix a
trave´s d’una funcio´ continua deﬁnida positiva de la forma:
U : SE(3)→ R+ (8.8)
L’efecte de la energia potencial sobre el sistema e´s la introduccio´ de forces conservatives,
aquestes modiﬁquen les corbes de comportament de la forma segu¨ent:
T∇V V + gradU = 0 (8.9)
on grad representa el gradient de U .
Per completar les equacions de comportament s’introdueixen les forces dissipatives i les forces
externes. Les primeres en molts casos es modelen a trave´s de funcions de Rayleigh, obtenint
fregaments lineals. Amb tot aixo` s’obte´ l’expressio´:
T∇V V + gradU +BV = f (8.10)
que descriu el comportament del sistema meca`nic que es prete´n emular. En les segu¨ents seccions
s’estudiara` les caracter´ıstiques de cadascuna de les components aqu´ı presentats.
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8.2.4 Energia cine`tica
La energia cine`tica d’un so`lid r´ıgid queda caracteritzada pel tensor d’ine`rcia. En general quan
aquesta s’expressa en un sistema coordenat situat en el centre de masses del so`lid, la seva
representacio´ pren la forma gene`rica:
T =

m 0 0 0 0 0
0 m 0 0 0 0
0 0 m 0 0 0
0 0 0 Ix 0 0
0 0 0 0 Iy 0
0 0 0 0 0 Iz

on m correspon a la massa del so`lid, i Ix, Iy i Iz corresponen a les components del tensor en
les diferents eixos coordenats. A efectes del comportament d’impeda`ncia especiﬁcat, el tensor
d’ine`rcia u´nicament introdueix un factor d’escalat en el sistema. Per aquest motiu en aquest
treball es considerara` que el so`lid de refere`ncia e´s iso`trop i per tant Ix = Iy = Iz. En aquest
cas s’utilitzara` com a so`lid de refere`ncia una esfera. El moment d’ine`rcia per aquest tipus de
so`lid e´s I = 2mr
2
5
, on m e´s la massa de la esfera i r el radi.
La connexio´ de Levi-Civita coherent amb la me`trica pren la forma [Zˇefran and Kumar, 1996b]:
∇XY =
[
dYv
dt
+Xω × Yv
dYω
dt
+ 1
2
[Xω × Yω +H−1 (Xω ×HYω) +H−1 (Yω ×HXω)]
]
(8.11)
on X =
[
XTv , X
T
ω
]T ∈ se(3), Y = [Y Tv , Y Tω ]T ∈ se(3), H =
 Ix 0 00 Iy 0
0 0 Iz
. En el cas en que
Ix = Iy = Iz la connexio´ presenta la forma:
∇XY =
[
dYv
dt
+Xω × Yv
dYω
dt
+ 1
2
Xω × Yω
]
(8.12)
D’ara endavant s’assumira` que s’esta` emprant la connexio´ de la equacio´ (8.12), i per tant ∇V V
equival a:
∇V V =
[
dVv
dt
+ Vω × Vv
dVω
dt
]
(8.13)
que correspon directament a l’expressio´ habitual emprada pel ca`lcul de l’acceleracio´ d’un so`lid
r´ıgid en la meca`nica tradicional.
8.2.5 Energia potencial
8.2.5.1 Formulacio´ gene`rica
En el cas del comportament d’impeda`ncia, la energia potencial que es prete´n introduir en el
sistema e´s deguda a un amortidor. Per tant s’estudiara` aquest tipus d’energies potencials,
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encara que tambe´ e´s possible considerar-ne d’altres tipus, com les degudes a l’accio´ de la
gravetat.
Dins el camp de la robo`tica els amortidors so´n dispositius ampliament estudiats. Els
objectius d’aquests estudis so´n la caracteritzacio´ de la rigidesa necessa`ria per tal de realitzar
certes tasques [Kim et al., 2000], la caracteritzacio´ de la rigidesa d’estructures meca`niques
[Huang et al., 2001], i la construccio´ d’amortidors gene`rics a partir d’amortidors me´s senzills
[Ciblack and Lipkin, 1999] [Loncaric, 1985].
L’estudi del comportament de les molles dins el sistema es pot plantejar de diferents maneres.
En aquest treball es seguira un enfoc basat en la formulacio´ de la energia potencial i la posterior
deduccio´ de les forces conservatives associades a ella. Com ja s’ha introdu¨ıt anteriorment,
l’energia potencial U e´s una funcio´ deﬁnida positiva que u´nicament depe`n de la posicio´ dins
l’espai:
U : SE(3)→ R+
la forc¸a introdu¨ıda per aquest potencial en el sistema ve donada pel al gradient de U. Aquest
gradient correspon a una 1-forma tal que:
< gradU ;X >= X(U)
on X ∈ TgSE(3) e´s un camp vectorial, i <;> nota l’accio´ d’una 1-forma sobre un camp vectorial.
Per tant X(U) correspon a la pote`ncia instanta`nia generada al moure’s amb una velocitat X,
sota l’accio´ d’una forc¸a gradU . Aquest gradient en un punt es pot calcular com :
gradU = Wiλi
on λi ∈ T ∗g SE(3) forma una base de T ∗g SE(3) tal que < λi; L̂j >= δij i Wi = L̂iU .
Una qu¨estio´ addicional e´s la rigidesa que aquesta la molla que causa la energia potencial.
Aquesta rigidesa do´na idea de com varia el gradient en moures sobre la varietat ∇L̂jgradU . La
rigidesa es presenta en forma d’una matriu K, els elements de la qual presenten la forma:
Kij =< ∇L̂jgradU ; L̂i >
aquest matriu forma el hessia` de U . La deﬁnicio´ introdu¨ıda per la matriu de rigidesa
e´s coherent amb la connexio´ de Levi-Civita deﬁnida per la me`trica de la energia cine`tica
[Zˇefran and Kumar, 1996a]. Una condicio´ desitjable e´s que la matriu de rigidesa sigui sime`trica,
encara que en algunes aplicacions pra`ctiques s’ha provat que fora del punt d’equilibri aquestes
matrius no so´n sime`triques. En alguns casos aixo` e´s degut a la deﬁnicio´ que s’ha emprat i en
d’altres e´s degut a la estructura cinema`tica del sistema [Zˇefran and Kumar, 2000].
8.2.5.2 Energia potencial en coordenades exponencials
En aquest treball s’utilitzen energies potencials, la deﬁnicio´ de les quals es realitza emprant les
coordenades exponencials. Aquest conjunt de coordenades e´s una parametritzacio´ mı´nima de
SE(3) amb un interpretacio´ bastant intu¨ıtiva. Com totes les representacions mı´nimes de SE(3)
presenta singularitats, pero` com es comentara` me´s endavant, la seva situacio´ dins l’espai fa que
la seva inﬂue`ncia sobre el sistema d’impeda`ncia sigui mı´nima.
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Les coordenades exponencials fan us del mapa exponencial, que e´s una aplicacio´ de la forma:
exp : se(3)→ SE(3)
e´s a dir, a un element de l’a`lgebra se li associa un element del grup. Tambe´ e´s conegut que
se(3) e´s isomorf amb R6. Per tant es pot veure la aplicacio´ exponencial com un mapa de la
forma:
exp : R6 → SE(3)
Aquest mapa e´s continu i bijectiu, i per tant una carta local. Associat al mapa exponencial hi
ha el mapa logar´ıtmic que presenta unes caracter´ıstiques inverses.
Les coordenades exponencials es poden deﬁnir de varies maneres. En aquest treball s’ha emprat
la segu¨ent deﬁnicio´:
exp : R6 → SE(3)
ψ → ∏6i=1 eLiψi
on Li corresponen als vectors de la base de se(3) i ψi so´n les coordenades exponencials emprades.
Per deﬁnir de forma un´ıvoca aquestes coordenades e´s necessari ﬁxar l’ordre en que es realitzen
els productes, que aqu´ı s’ha ﬁxat de tal manera que:
exp(ψ) =
 Rz (ψ4)Ry (ψ5)Rx (ψ6)
ψ1
ψ2
ψ3
0 1
 (8.14)
Aquestes coordenades exponencials so´n equivalents a codiﬁcar l’element de SE(3) com la seva
component de posicio´ i la rotacio´ a trave´s dels angles d’EULER Z-Y-X. En aquest representacio´,
les coordenades corresponents a la posicio´ poden prendre qualsevol valor real, mentre que
ψ6 ∈ [−π, π], ψ5 ∈ [−π2 , π2 ] i ψ4 ∈ [−π, π]. Les singularitats d’aquesta representacio´ estan
deﬁnides per cos (ψ5) = 0, que correspon als l´ımits del rang de valors de ψ5. El fet que les
singularitats estiguin sobre els l´ımits de validesa dels para`metres fa que la representacio´ sigui
me´s adient que d’altres que representen les singularitats sobre la identitat o en l’interior del
rang de valors.
Associat a aquestes coordenades e´s possible deﬁnir un conjunt de vectors tangents Ei ∈
TgSE(3), que formen un conjunt generador de l’espai tangent. Cadascun d’aquest vectors
s’obte´ de la forma:
dg
dt
=
6∑
i=1
∂g
∂ψi
dψi
dt
=
6∑
i=1
Ei
dψi
dt
= Eiψ˙i
Aquest conjunt generador es pot relacionar amb la base de TgSE(3) indu¨ıda des de l’a`lgebra
a trave´s de l’aplicacio´ de la operacio´ per l’esquerra L̂i = gLi. Aquesta relacio´ ve determinada
per una aplicacio´ lineal de la forma:
L̂i = α
j
iEj
on els elements αji expressats en forma matricial so´n:
Λ =
[
αji
]
=
[
Rz (ψ4)Ry (ψ5)Rx (ψ6) 0
0 Jw (ψ5,ψ6)
]
(8.15)
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on Jw relaciona la variacio´ dels angles d’Euler amb la velocitat angular. Cal recordar tambe´
que la component corresponent al terma de posicio´ de la velocitat no e´s res me´s que la velocitat
expressada en la orientacio´ del sistema coordenat sobre l’objecte manipulat.
Finalment, e´s deﬁneix la energia potencial de la forma:
U (ψ) =
1
2
ψtQψ
on Q ha d’e´sser una matriu sime`trica i deﬁnida positiva. En un forma gene`rica Q presenta la
forma [Loncaric, 1985]:
Q =
[
A B
BT C
]
(8.16)
on A i C so´n matrius sime`triques que representen la energia potencial deguda als termes de
posicio´ i orientacio´ respectivament. Finalment B representa l’energia deguda als termes creuats
entre la orientacio´ i la posicio´. La matriu de rigidesa associada a aquesta energia potencial es
calcula de la segu¨ent forma:
Kij = 〈∇L̂jdU ; L̂i〉 = 〈∇αljEldU ;αmi Em〉 = αljαmi 〈∇EldU ;Em〉 = αljαmi
∂2U
∂ψl∂ψm
Aquestes expressions es podem agrupar en forma matricial i s’obte´:
K = ΛTQΛ =
[
RTAR RTBJw
JTwB
TR JTwCJw
]
(8.17)
La primera qu¨estio´ a observar e´s que aquesta matriu de rigidesa e´s sime`trica en tots els casos i
per tant compleix les propietats d’estabilitat desitjades en tots els punts de la varietat.
El gradient generat per aquest tipus d’energia expressat en la base {Ej} presenta la forma
gradUEi = Qψ
mentre que aquest mateix gradient expressat en la base
{
L̂j
}
ve donat per:
gradUL̂j = ΛQψ
8.2.6 Forces Dissipatives
Les forces dissipatives que presenta la forma de fregament, so´n forces que actuen en contra del
moviment. En aquest treball s’assumeix un fregament visco´s generalitzat. La forma d’aquestes
forces segueix un plantejament ana`leg al de les forces degudes a potencial, e´s a dir:
F : TgSE(3) → T ∗g SE(3)
ω → −Bω
on la matriu B e´s una matriu sime`trica deﬁnida positiva amb una estructura similar a la
matriu de rigidesa presentada anteriorment. El treball instantani generat per aquest forces es
pot calcula com :
〈−Bω;ω〉 = −ωTBω
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que sempre e´s negatiu, i per tant queda provat que aquest forces so´n sempre dissipatives.
Dins el comportament d’impeda`ncia s’introdueixen les forces dissipatives per tal que el
comportament del sistema sigui estable. Aixo` e´s aix´ı ja que la resta de components introdu¨ıdes
anteriorment so´n conservatives, i per tant del balanc¸ energe`tic e´s nul. El fet d’introduir les
forces dissipatives fa que el balanc¸ energe`tic sigui negatiu i, en abse`ncia de forces externes, el
sistema tendira` a un estat estacionari d’energia mı´nima.
Des d’un altre punt de vista, els components de la matriu de fregaments permetran ﬁxar les
constants del temps del sistema un cop ﬁxada la rigidesa desitjada.
8.2.7 Sistema Complet
Un cop deﬁnits els diferents elements que composen el comportament desitjat es pot escriu el
comportament total del sistema que estara` representat per la equacio´:
T∇ee + gradL̂iU
(
exp−1 (e)
)
+Be = f (8.18)
e˙ = ee (8.19)
on e correspon a la velocitat del sistema, U e´s la energia potencial deﬁnida sobre el sistema, B
el fregament visco´s introdu¨ıt i f e´s la forc¸a aplicada per l’entorn sobre l’element terminal del
robot expressada en la orientacio´ del sistema coordenat de la pinc¸a.
8.3 Criteris de seleccio´ dels para`metres
8.3.1 Rigidesa Resultant
K1
K2
{D0}
{R0}
{D1}
{R1}
{D2}
{R2}
{D0}
{R0}
{D1}
{R1}
{D2}
{R2}
molles introdu¨ıdes molla equivalent
Figura 8.3: Comparacio´ del sistemes de molles.
8.3. CRITERIS DE SELECCIO´ DELS PARA`METRES 157
{W}
{D1}
{R1}e1
e0
d1
r1
e2
d2
r2
{D2}
{R2}
{R0}
{D0}
h
h
Figura 8.4: Relacio´ entre els diferents sistemes coordenats i les transformacions associades.
Una qu¨estio´ de gran importa`ncia e´s determinar quina e´s la rigidesa que presenta el sistema
complet en front a forces que actuen sobre el sistema. Aquest estudi te´ un intere`s especial en
les tasques d’acoblament i en aquells entorns en que hi ha interaccio´ amb l’home.
Per realitzar aquest estudi s’assumira` que l’objecte manipulat presenta un comportament
totalment r´ıgid. Sota aquesta hipo`tesi la relacio´ entre els sistemes coordenats dels diferents
robots ({Ri}) esta` ﬁxada de forma r´ıgida i un´ıvoca. Per tant es pot escriure :
ri = rjhij
on hij e´s la matriu homoge`nia que relaciona el sistema coordenat {Ri} amb el sistema coordenat
{Rj}, i ri e´s la matriu homoge`nia que relaciona el sistema coordenat {Ri} amb el sistema de
refere`ncia de mo´n {W}.
Aquesta relacio´ e´s directament aplicable sobre els sistemes coordenats ideals {Di}, es a dir
di = djhij
Donat que la relacio´ amb el punt de refere`ncia sobre l’objecte {R0} e´s tambe´ constant, es pot
escriure de la manera e0 = h
−1
i eihi o de forma equivalent ei = hie0h
−1
i . Aquesta relacio´ es pot
escriure en els elements del tangent de la forma:
êi = hiê0h
−1
i (8.20)
on ê0 i êi corresponen a les velocitats de e0 i ei respectivament, escrites en forma matricial. De
forma ana`loga e´s possible escriure la seva relacio´ en forma vectorial de la forma:
ei = Adhie0 (8.21)
un cop es disposa d’aquesta relacio´ e´s possible expressa la rigidesa de la molla i vista des del
{R0}, aquesta pren la forma:
K0i = Ad
T
hi
KiAdhi (8.22)
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Aquesta expressio´ es pot estudiar en funcio´ de les components de posicio´ i orientacio´:
K0i = (8.23)
=
[
RThi 0−RThip̂hi RThi
] [
RTAiR R
TBJw
JTwB
T
i R J
T
wCiJw
] [
Rhi p̂hiRhi
0 Rhi
]
(8.24)
=
[
RThiR
TAiRRhi R
T
hi
RTAiRp̂hiRhi +R
T
hi
RTBiJwRhi
−RThip̂hiRTAiRRhi +RThiJTwBTi RRhi 
]
 = −RThip̂hiRTAiRp̂hiRhi +RThiJTwBTi Rp̂hiRhi −RThip̂hiRTBiJwRhi +RThiJTwCiJwRhi
Aquesta matriu presenta les mateixes caracter´ıstiques que Ki amb la difere`ncia de la aparicio´
dels termes creuats degut a l’acoblament entre els parells i les forces.
Finalment la rigidesa total vista des de {R0} correspon a la suma de les rigideses individuals
vistes des d’aquest sistema:
K0 =
r∑
i=1
K0i (8.25)
En una posicio´ d’equil·libri, la matriu de rigidesa do´na idea de la relacio´ entre el desplac¸ament
del sistema de refere`ncia i la forc¸a aplicada. Aquesta relacio´ e´s de la forma:
fext =
r∑
i=1
AdThiΛ
T (ei)Qiψi (8.26)
Donat que la relacio´ entre ei i e0 e´s coneguda es pot reescriure la equacio´ anterior en termes de
e0:
fext =
r∑
i=1
AdThiΛ
T
(
hie0h
−1
i
)
Qi exp
−1 (hie0h−1i ) (8.27)
Un cop ﬁxada la forc¸a exterior (fext) e´s possible determinar de forma un´ıvoca el valor de e0, i
determinar quin e´s el valor de les forces aplicades per cadascun dels robots. Desafortunadament
aquesta equacio´ presenta termes trigonome`trics i no lineals que diﬁculten la seva resolucio´ de
forma gene`rica.
En el cas de petits desplac¸aments es pot emprar una aproximacio´ de primer ordre de la forma,
emprant la rigidesa equivalent presentada anteriorment (equacio´ 8.25):
∆fext ≈ K0∆e0 =
r∑
i=1
K0i∆e0 (8.28)
Aquelles molles que presentin una rigidesa superior en la direccio´ de ∆e0 produiran una
aportacio´ de forc¸a superior en el sistema de refere`ncia. Per aquest motiu una mesura de relacio´
de ca`rrega entre el robot i i el robot j sera` [k0i ]
−1 [
k0j
]
on k0i correspon al guany de K
0
i en la
direccio´ e0. De forma gene`rica e´s possible estendre aquest mesura de la forma:[
K0i
]−1
K0j
Aquest producte en el cas d’equidistribucio´ donara` la identitat. Cal notar que aquesta matriu
te´ en compte la rigidesa pro`pia de cadascun del robots com els brac¸os de palanca introdu¨ıts
per l’operador Adhi .
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8.3.2 Efecte sobre les forces internes
Esquema Manipulacio´ Aproximacio´ per molles
Figura 8.5: Aproximacio´ per molles de l’objecte manipulat.
Un altre dels aspectes importants del control d’impeda`ncia en la manipulacio´ multirobot e´s la
capacitat de mantenir sota control les forces internes que actuen sobre el sistema. Per poder
realitzar un estudi sobre la evolucio´ de les forces internes e´s necessari deﬁnir-les pre`viament. En
la seccio´ 7.2.1 s’ha emprat un model experimental per trobar la relacio´ entre les forces internes i
el que s’anomenat velocitats internes. En aquest cas es modelara` el del sistema representant la
interaccio´ com una molla o un conjunt de molles. Aquesta aproximacio´ que ha estat emprada
en altres treballs, presenta un comportament similar al obtingut amb els models experimentals
(Seccio´ 7.4.2).
El modelat per molles implica que qualsevol moviment dels sistemes coordenats de prensio´ que
pretengui deformar l’objecte manipulat produira` una forc¸a en contra similar a la que produiria
desplac¸ar la molla fora del seu punt d’equil·libri. Idealment, si es desitja tenir una estimacio´
de la forc¸a interna que representi acuradament la deformacio´ de l’objecte, s’hauria de tenir
un model composat per una gran quantitat de subsistemes molla-massa. No obstant, en la
pra`ctica un model d’ordre redu¨ıt sera` suﬁcient. En aquest treball s’assumeix que els objectes
manipulats so´n pra`cticament r´ıgids, i per tant les deformacions sofertes durant la manipulacio´
seran petites i representables per una u´nica molla. Si es vol treballar amb objectes que poden
presentar deformacions me´s grans sera` necessari utilitzar models d’ordre superior. En la ﬁgura
8.5 es presenta un exemple de deformacio´ que requeriria un model d’ordre superior. Cal tenir
en compte que la introduccio´ de me´s d’una molla implica la introduccio´ de masses intermitges
el que implica la aparicio´ de dina`miques d’ordre superior.
Seguidament es dedueixen les equacions que governen el comportament del sistema multirobot
quan les deformacions de l’objecte manipulat s’han modelat com una u´nica molla generalitzada.
Cal tenir en compte que aquest molla representa tambe´ les acomodacions que puguin presentar
les diferents parts del sistema com so´n les pinces i sensors, entre d’altres. En el cas que la
manipulacio´ es realitzi amb me´s de dos robots e´s necessari introduir molles entre els diferents
robots per tal de representar les deformacions que produeixen els diferents moviments creuats
(Figura 8.7). Una representacio´ equivalent seria la de forma d’estrella.
L’error de posicionament entre dos robot i i j, es pot representar per:
eij  h−1i e−1i hih−1j ejhj (8.29)
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{W}
{Di}
{Ri}
ei
e12
di
ri
ej
dj
rj
{Dj}
{Rj}
h
hi h
−1
j
Figura 8.6: Esquema dels sistemes coordenats i transformacions implicades en les forces internes
per la manipulacio´ amb dos robots.
que expressada en termes dels elements del tangent presenta la forma:
eij = Adh−1j ej −Adh−1i hje−1j h−1j ei (8.30)
Per cada error de posicionament eij, es deﬁneix una energia potencial de la forma presentada
en la seccio´ 8.2.5.2:
Uij =
1
2
exp−1 (eij)
T Qijexp
−1 (eij) (8.31)
on la matriu de rigidesa Qij representara` la acomodacio´ existent entre els punts de prensio´ i i j.
Les energies potencials generen unes forces que modiﬁquen la dina`mica dels punts de refere`ncia
sobre l’objecte. Sobre el robot j aquestes forces presenten la forma:
AdThjΛ
T (eij)Qijexp
−1 (eij)
mentre que sobre el robot i seran:
AdT
h−1i hje
−1
j h
−1
j
ΛT (eij)Qijexp
−1 (eij)
Per petits desplac¸aments aquestes forces sobre el robot i es poden expressar en funcio´ de eij:
AdT
h−1i hje
−1
j h
−1
j
ΛT (eij)Qijeij (8.32)
que es pot escriure en funcio´ de ei i ej:
AdT
h−1i hje
−1
j h
−1
j
ΛT (eij)Qij
(
Adhjej −Adh−1i hje−1j h−1j ei
)
(8.33)
Aix´ı, la dina`mica deguda a la existe`ncia de forces internes del sistema complet vindra` donada
per la equacio´:
Ti∇eiei +Biei + Λ (ei)T Qi exp−1 (ei) +
∑
j∈Ti
AdThiΛ
T (eji)Qji exp
−1 (eji)
−
∑
j∈Ri
AdT
h−1i hje
−1
j h
−1
j
ΛT (eij)Qij exp
−1 (eij) = 0 (8.34)
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{Di}
{Dj}
{Dk}
hi
hj
hk
eik
eij
ekj
Figura 8.7: Esquema del sistema de molles per me´s de 2 robots.
on Ti es refereix als robots respecte els quals l’error ha estat deﬁnit de la forma eij, mentre que
Ri correspon als robots respecte els quals l’error ha estat deﬁnir de la forma eji.
Els punts d’equil·libri del sistema quedaran deﬁnits per un conjunt de r equacions de la forma:
Λ (ei)
T Qi exp
−1 (ei) =∑
j∈Ti
AdThiΛ
T (eji)Qji exp
−1 (eji)−
∑
j∈Ri
AdT
h−1i hje
−1
j h
−1
j
ΛT (eij)Qij exp
−1 (eij) (8.35)
A partir d’aquest conjunt d’equacions s’obtindra` directament i de forma un´ıvoca els valors de ei
i eij. Cal recordar que eij e´s funcio´ de ei i ej. La solucio´ anal´ıtica d’aquest conjunt d’equacions
e´s complexa, i resulta dif´ıcil trobar una solucio´ gene`rica del sistema.
En el cas de petits desplac¸aments e´s possible rescriure la equacio´ anterior en la forma:
Λ (ei)
T QiΛ (ei)∆ei =∑
j∈Ti
AdThiΛ
T (eji)QjiΛ (eji)
(
Adhi∆ei −Adh−1i hje−1j h−1j ∆ej
)
∑
j∈Ri
AdT
h−1i hje
−1
j h
−1
j
ΛT (eij)QijΛ (eij)
(
Adhi∆ei −Adh−1i hje−1j h−1j ∆ej
)
(8.36)
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Pel cas de 2 robots aquesta expressio´ pren la forma:
Λ (e1)
T Q1Λ (e1)∆e1+
AdT
h−11 h2e
−1
2 h
−1
2
ΛT (e12)Q12Λ (e12)
(
Adh1∆e1 −Adh−11 h2e−12 h−12 ∆e2
)
= 0 (8.37)
Λ (e2)
T Q2Λ (e2)∆e2+
AdTh2Λ
T (e12)Q12Λ (e12)
(
Adh2∆e2 −Adh−12 h1e−11 h−11 ∆e1
)
= 0
que pot transformar-se fa`cilment en la segu¨ent equacio´ matricial:[
a11 a12
a21 a22
] [
∆e1
∆e2
]
= 0 (8.38)
on
a11 = Λ (e1)
T Q1Λ (e1) +Ad
T
h−11 h2e
−1
2 h
−1
2
ΛT (e12)Q12Λ (e12)Adh1 (8.39)
a12 = −AdTh−11 h2e−12 h−12 Λ
T (e12)Q12Λ (e12)Adh−11 h2e
−1
2 h
−1
2
(8.40)
a21 = −AdTh2ΛT (e12)Q12Λ (e12)Adh−12 h1e−11 h−11 (8.41)
a22 = Λ (e2)
T Q2Λ (e2) +Ad
T
h2
ΛT (e12)Q12Λ (e12)Adh2 (8.42)
La matriu [aij], es pot expressar com la suma de dues matriu deﬁnides positives, i per tant es
tambe´ deﬁnida positiva, i de rang complet. La primera d’aquestes dues matrius esta` formada
per les matriu de rigideses individuals:[
Λ (e1)
T Q1Λ (e1) 0
0 Λ (e2)
T Q2Λ (e2)
]
i una segona, per la matriu de rigideses creuades:[
AdT
h−11 h2e
−1
2 h
−1
2
ΛT (e12)Q12Λ (e12)Adh1 −AdTh−11 h2e−12 h−12 Λ
T (e12)Q12Λ (e12)Adh−11 h2e−12 h−12
−AdTh2ΛT (e12)Q12Λ (e12)Adh−12 h1e−11 h−11 Ad
T
h2Λ
T (e12)Q12Λ (e12)Adh2
]
El fet que la matriu aij sigui de rang complet implica que no presenta nucli i per tant la solucio´
del sistema (8.38), sera` ∆e1 = 0, i ∆e2 = 0. Aixo` e´s coherent amb el fet que el sistema
dina`mic s’estabilitza al voltant del punt de mı´nima energia, i es pot comprovar que amb aquest
plantejament s’aconsegueix que el punt d’equil·libri del sistema presenti error nul i per tant
forces internes nul·les.
L’existe`ncia d’errors de modelat fa que l’origen de les energies (8.31) no estigui situat en l’origen,
i presenti algunes desviacions. Aixo` implica que el punt de mı´nima energia no estigui situat
en ψi = 0, per el que el punt d’equil·libri presentara` una certa desviacio´ i per tant existira`
una forc¸a interna no nul·la. Aquestes forces internes dependran de la rigidesa relativa de les
diferents molles implicades.
8.4 Implementacio´ en robots amb control de posicio´
En aquesta seccio´ es presenta la implementacio´ dels comportaments proposats en les seccions
anteriors utilitzant robots industrials que disposen de control de posicio´ i de sensors de
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forc¸a en seu canell. Primerament es presenten les caracter´ıstiques dels models del robots i
sensors i, posteriorment, es descriu el proce´s d’adaptacio´ de les equacions que descriuen el
comportament d’impeda`ncia per tal que puguin e´sser implementades en un sistema de temps
discret. Finalment, es descriuen algunes limitacions sobre el comportament del sistema degudes
a la metodologia d’implementacio´ proposada.
8.4.1 Modelat dels robots
Els robots industrials disposen, en general, d’un controlador de posicio´ encarregat de seguir
les trajecto`ries dissenyades per l’usuari. En general, i sota aquest tipus de controladors, els
robots es poden considerar posicionadors ideals. E´s a dir el robot rep consignes que indiquen
la posicio´ desitjada, i el robot hi va en un temps ﬁnit. Aquestes consignes es donen cada cert
temps T que en principi e´s constant i determinat, i per tant es poden considerar sistemes de
temps discret. En la pra`ctica la majoria d’aquest robots presenten un comportament que es
pot modelar a trave´s d’un sistema de segon ordre amb un cert retard pur:
Ri(z) =
Pi(z)
Vi(z)
=
z (1− exp(−T/τ))
z − exp(−T/τ)
T z
z − 1 z
−D (8.43)
on Pi(z) representa la posicio´ de l’element terminal del robot, Vi(z) representa la velocitat de
consigna, τ e´s la constant del temps del sistema de primer ordre i D e´s el nombre de per´ıodes
de mostratge retard que actuen del sistema. Aquest retard pot e´sser deguts al propi robot, o
al proce´s de comunicacio´ entre el sistema de control i el robot. Els para`metres τ i D, es poden
obtenir a partir de la ana`lisi de la resposta temporal del robot real.
El model plantejat assumeix, que els diferents para`metres Pi (z) evolucionen independentment
uns dels altres, i que aquesta evolucio´ e´s independent del punt de treball. Els eixos Pi (z)
corresponen a cadascun dels para`metres de posicio´-orientacio´ que utilitza el robot i que en
general solen e´sser les coordenades de posicio´ i un conjunt d’angles d’Euler per representar la
orientacio´. Aquest conjunt de para`metres es pot relacionar amb la conﬁguracio´ a trave´s d’un
mapa exponencial adequat.
PD (z)
Vi (z) Pi (z)Pid (z) Ri (z)
Figura 8.8: Esquema del robot.
La majoria d’implementacions del control d’impeda`ncia estan pensades per robots en els que
es realitza un control del sistema a nivell de parells. Aquestes implementacions es basen en
la cancel·lacio´ de la dina`mica pro`pia del sistema meca`nic i en la posterior imposicio´ de la
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dina`mica del comportament d’impeda`ncia. Desafortunadament, en el cas dels sistemes amb
control de posicio´ que es comporten com un model de la forma (8.43), no e´s possible aplicar
aquest tipus d’estrate`gia ja que per compensar els retards purs seria necessari introduir avanc¸os
en el temps, cosa que no e´s possible. Per aquest motiu s’ha hagut de pensar en altres tipus
d’esquemes com els basats en model de refere`ncia. El principal problema de la implantacio´
d’aquests esquemes ha estat que donat que el comportament d’impeda`ncia estara` representat
per un conjunt d’equacions no lineals de temps discret (8.4.3) el disseny del controladors i
l’estudi d’estabilitat resulta bastant complex, i des d’un punt de vista pra`ctic resultaria dif´ıcil
obtenir bons resultats ja que l’existe`ncia del retards en el comportament del sistema diﬁculta
el seguiment del comportament ideal.
Per aquest motiu s’ha optat per intentar que el comportament del robot sigui el me´s semblant
possible al d’un posicionador ideal, e´s a dir que el sistema vagi a la posicio´ desitjada en el
mı´nim de temps possible. Per aconseguir aixo` s’utilitza un llac¸ de control per sobre del sistema
de control de posicio´ (Figura 8.8). L’objectiu del llac¸ e´s fer el sistema me´s ra`pid. Cal tenir
en compte que en el llac¸ de control hi ha una saturacio´, i s’hauran d’evitar dissenys que facin
que aquesta actu¨ı sobre l’accio´ de control. En la pra`ctica, s’ha comprovat que una estructura
de forma de controlador proporcional-derivatiu (PD) e´s suﬁcient per aconseguir el objectius
desitjats.
8.4.2 Modelat dels sensors de forc¸a
De forma similar al que passa amb el robot, el sensor de forc¸a tampoc e´s un element ideal i sera`
necessari tenir en compte el seu comportament. En la pra`ctica la relacio´ entre la forc¸a aplicada
i la sensada presenta una relacio´ de la forma:
fsi = Hi (z) fi (8.44)
on Hi (z) correspon a un ﬁltre lineal, que habitualment forma part del sensor de forc¸a. Aquest
ﬁltre, a me´s de modiﬁcar l’espectre de la forc¸a pot introduir un cert retard en la propagacio´ del
senyal el que diﬁcultara` tambe´ la implementacio´ del comportament d’impeda`ncia. S’assumeix
que durant el proce´s de mesura s’han aconseguit desacoblar correctament tots els eixos.
Finalment cal tenir en compte que les forces que es mesuren recullen tambe´ les components
inercials, que existeixen en el sistema. Aquestes components, no desitjades en la pra`ctica,
introduiran soroll dins el comportament d’impeda`ncia. Aquest tipus de soroll sera` especialment
important en el cas de moviments ra`pids.
8.4.3 Discretitzacio´ de les equacions
8.4.3.1 Introduccio´
Com s’ha indicat en la seccio´ anterior, des d’un punt de vista del comportament temporal,
els robots es poden considerar sistemes de temps discret, i per tant sera` necessari generar
una entrada per cada instant k · T . D’altra banda el comportament d’impeda`ncia presentat
anteriorment correspon a un sistema de temps continu (seccio´ 8.2.7).
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Un primer problema e´s com obtenir la consigna de posicio´ en cada instant de mostratge que
reﬂexi de forma adequada el comportament del sistema de temps continu. Una solucio´ d’aquest
problema e´s plantejar un conjunt d’equacions de temps discret que aproximin la evolucio´ del
sistema de temps continu. En el cas de sistemes lineals aixo` es pot fer a trave´s de diferents
transformades com la Z o la bilineal entre d’altres [A˚stro¨m and Wittenmark, 1997]. Cadascuna
d’elles te´ les seves caracter´ıstiques particulars. Aix´ı la transforma Z fa que la sortida del sistema
de temps discret coincideixi amb la del sistema de temps continu en els instants de mostratge,
mentre que la transformada bilineal conserva la caracter´ıstica de passivitat dels sistema, cosa
que la fa especialment interessant per discretitzar comportaments d’impeda`ncia deﬁnits a trave´s
d’equacions lineals.
El conjunt d’equacions desenvolupades anteriorment e´s no lineal, i per tant cap de les dues
aproximacions e´s directament aplicable. Per aquest motiu s’ha optat per realitzar una
integracio´ de les equacions en temps real seleccionant un integrador que permeti aquest tipus
de funcionament [Howe, 1991]. Les condicions ba`siques que ha de complir aquest integrador
so´n que u´nicament utilitzi valors de la sortida i la entrada en instants passats de temps i
que l’algorisme sigui determinista en temps, per el que no ha d’e´sser iteratiu. L’algorisme
seleccionat fou proposat per R.M. Howe i a me´s d’aquestes propietats presenta un aﬁtament de
l’error millor que altres del seu estil. Aquest algorisme es descriu en la seccio´ segu¨ent.
8.4.4 Algorisme d’integracio´
El comportament d’impeda`ncia descrit en les seccions anteriors es pot formular de manera
gene`rica com un conjunt d’equacions de la forma:
x˙ = f [x,u] (8.45)
el resultat de la integracio´ d’aquesta equacio´, e´s una trajecto`ria x(t) que estara` en funcio´ de la
entrada u(t). L’objectiu de l’integrador e´s obtenir una estimacio´ x∗(k ·T ) del valor de x(k ·T ).
L’integrador emprat, utilitza una aproximacio´ en varis passos, en concret realitza un primer pas
de prediccio´ mitjanc¸ant una aproximacio´ de segon ordre, on es calcula una prediccio´ x˜((k+ 1
3
)T )
del valor de x en l’instant (k + 1
3
)T :
x˜((k +
1
3
)T ) = x∗(k · T ) + T
18
(
7f∗k·T − f∗(k−1)·T
)
on f∗k·T = f [x
∗(k · T ),u(k · T )]. Posterior es realitza un pas predictor-corrector de tercer ordre
per tal d’obtenir una estimacio´ del valor de x en l’instant (k + 2
3
)T :
x˜((k +
2
3
)T ) = x∗(k · T ) + T
54
(
39f˜(k+ 1
3
)T − 4f∗k·T + f∗(k−1)·T
)
on f˜(k+ 1
3
)T = f [x˜((k +
1
3
) · T ),u(k · T )]† . Finalment s’aplica un darrer pas per calcular una
prediccio´ de x en l’instant ((k + 1) · T ):
x∗((k + 1) · T ) = x∗(k · T ) + T
4
(
f∗k·T + 3f˜(k+ 2
3
)T
)
† En aquesta avaluacio´ e´s interessant substituir en valor de u(k · T ), per u((k + 13 )T ) en el cas que estigui
disponible.
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El resultat de la aplicacio´ d’aquest algorisme d’integracio´, e´s la obtencio´ d’una equacio´ de la
forma:
x∗((k + 1) · T ) = g (x∗((k) · T ),u(k) · T ))
que do´na lloc a una equacio´ en difere`ncies que s’emprara` per implementar el comportament
d’impeda`ncia en el sistema real.
Aquesta metodologia d’integracio´ introdueix un error d’integracio´ inferior a T
3
216
O (T 3), i
presenta la millor relacio´ d’error dins els integradors del seu ordre [Howe, 1991]. A me´s, s’ha de
caracteritzat la dina`mica l’error, que e´s estable si | λT |< 1 [Howe, 1991], on λ e´s el valor propi
me´s petit del sistema que s’esta` integrant. Aquesta condicio´ imposara` una restriccio´ sobre les
dina`miques que es poden adoptar per un cert per´ıode de mostratge.
8.4.5 Esquema d’implementacio´
Impedancia
Impedancia
Posicio Real
Posicio Real
(a)
(b)
PD
PD
Nominal
Nominal
f
f
Figura 8.9: Esquema d’implementacio´ de la impeda`ncia.
El comportament d’impeda`ncia deﬁneix quina e´s la evolucio´ de l’error en funcio´ de les forces
sensades, i l’error deﬁneix la relacio´ existent entre la posicio´ desitjada (Nominal) i la posicio´
consignada al robot. Durant el desenvolupament d’aquest treball s’ha detectat que e´s possible
implementar la modiﬁcacio´ de la trajecto`ria de dues maneres (Figura 8.9). En la primera d’elles
(Figura 8.9, opcio´ (a)) s’aplica la deﬁnicio´ d’error i a partir d’aquest i de la forc¸a sensada es
calcula la impeda`ncia. D’aquesta manera s’obte´ quina e´s la evolucio´ de l’error i a partir d’aquest
evolucio´ s’obte´ la de la posicio´ real. El resultat d’aquest plantejament e´s que els canvis en l’error
so´n produ¨ıts o be´ per la variacio´ de les forces externes f , o be per la variacio´ en la trajecto`ria
de consigna. El resultat me´s signiﬁcatiu e´s que la trajecto`ria de consigna pateix l’efecte de
la impeda`ncia, i per tant presenta un efecte ﬁltre. En la segona de les opcions (Figura 8.9,
opcio´ (b)) l’error u´nicament depe`n de les forces exteriors, i posteriorment es superposa sobre
la trajecto`ria desitjada. D’aquesta manera la trajecto`ria no esta` ﬁltrada pel comportament
d’impeda`ncia.
8.4. IMPLEMENTACIO´ EN ROBOTS AMB CONTROL DE POSICIO´ 167
Les dues metodologies so´n perfectament va`lides, encara que cal tenir en compte que en la
primera opcio´ e´s recomanable que els diferents robots presentin la mateixa impeda`ncia ja que
en cas contrari la difere`ncia de comportaments introduira` desincronitzacio´ entre els robots i
per tant d’aparicio´ de forces internes no desitjables. A me´s d’aquest fet cal tenir en compte
que la trajecto`ria pateixi l’efecte de la impeda`ncia implica que el sistema ﬁnal no sera` capac¸
d’efectuar trajecto`ries que presentin components frequ¨encials per sobre de les que permet el
comportament d’impeda`ncia. En contrapartida, la segona opcio´ d’implementacio´ permet que els
diferents brac¸os tinguin comportaments d’impeda`ncia diferents, i no hi ha limitacions teo`riques
en les possibles trajecto`ries que es poden seguir. Des d’un punt de vista pra`ctic, el seguiment
de trajecto`ries amb components frequ¨encials elevades implica la aparicio´ de forces inercials que
no estan contemplades en el model de treball, i que per tant fan que el comportament ﬁnal no
sigui el desitjat.
8.4.6 Limitacions
Kij
xixj
Impeda`nciaImpeda`ncia
Kij
xixj
sensorsensor
robotrobot Impeda`nciaImpeda`ncia
Esquema ideal Esquema real
Figura 8.10: Comparacio´ impeda`ncia real i la ideal.
En les seccions anteriors s’han presentat un conjunt de difere`ncies entre el comportament de
impeda`ncia inicialment previst i el comportament que ﬁnalment es pot implementar (Figura
8.10). En el sistema ideal la estabilitat del sistema multirobot amb manipulacio´ conjunta queda
garantida ja que cadascun dels robots es comporta com un sistema dissipatiu, i la interaccio´ es
produeix a trave´s d’un sistema que e´s conservatiu, amb el que el sistema complet e´s dissipatiu
i per tant estable.
La principal difere`ncia entre el sistema ideal i el real, e´s la introduccio´ d’elements no
modelats com el comportament dels robots i dels sensors, a me´s del fet que el comportament
d’impeda`ncia s’implementa en temps discret. Per determinar de quina manera inﬂueixen
aquestes modiﬁcacions de l’esquema ideal s’ha plantejat un estudi d’estabilitat del sistema
real. Idealment aquest estudi podria realitzar-se amb el sistema de temps continu, pero` la
aparicio´ de retards purs, i el fet que tant els robots com els sensors siguin dispositius de temps
discret diﬁculta aquest estudi.
Per aquest motiu s’ha optat per estudiar el sistema en temps discret. Cal tenir en compte que
l’objectiu del control d’impeda`ncia e´s mantenir sota control les forces internes, i per tant la
evolucio´ del sistema es moura` al voltant del punt d’equil·libri. Per aquest motiu es realitzara`
un estudi d’estabilitat al voltant d’un punt. El fet de treballar al voltant del punt d’equil·libri
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Figura 8.11: Esquema del sistema linealitzat.
permet treballar amb el sistema linealitzat al voltant d’aquest punt. Pel cas de dos robots,
aquest comportament linealitzat es pot expressar de la forma:
e (z) =
[
Id +
(
T1R1 (z) I1 (z)H1 (z)A
T
1 K
o +T2R2 (z) I2 (z)H2 (z)A
T
2 K
o
)]−1
δ (z) (8.46)
on Ti so´n desplac¸ament relatius de cadascun dels punts de prensio´ respecte el sistema de
refere`ncia sobre l’objecte; Ai so´n les matrius adjuntes necessa`ries per relacionar les forces
i velocitats del punt d’aplicacio´ al sistema de refere`ncia sobre el robot, Ri correspon a les
dina`miques del robots, Hi correspon a la dina`mica del sensors de forc¸a, Ii so´n els comportaments
d’impeda`ncia linealitzats, i δ representen les perturbacions de posicio´ degudes als errors de
modelat o problemes de sincronitzacio´, i ∆e correspon a les deformacions aplicades sobre
l’objecte, que es consideren proporcionals a les forces internes. Aix´ı amb aquest modelat
s’obte´ una relacio´ lineal entre les forces internes i les perturbacions de posicio´ que actuen
sobre el sistema. Un cop ﬁxats els comportaments d’impeda`ncia dels diferents robots, l’u´nic
element que resta desconegut e´s el valor de K que dependra` de les caracter´ıstiques de l’objecte
manipulat. En el cas ideal, els sistema de llac¸ tancat hauria d’e´sser estable per qualsevol valor
de K, en la pra`ctica hi haura` valors de K que poden fer el sistema (8.46) inestable.
8.5 Validacio´ Experimental
La metodologia proposada ha estat implementada en la cel·la robotitzada de l’IOC composada
per dos robots RX-90 [Adept Technology, 1995], amb sensors de forca JR3 [JR3, 1994] sobre el
seu element terminal. Tots aquests elements estan connectats a un PC amb el sistema operatiu
QNX [QNX Software Systems Ltd., 1997]. Per tal de coordinar el funcionament del diferents
dispositius i garantir el seu funcionament en temps real s’han desenvolupat unes llibreries de
comunicacio´ [Riego and Costa Castello´, 2001]. La comunicacio´ entre el PC i els robots s’ha
realitzat a trave´s del mode ALTER [Adept Technology, 1993] de les controladores del robot.
En aquest mode es do´na una nova consigna cada 16ms, i per tant el per´ıode de mostratge es
ﬁxara` en T = 16ms.
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Els sensors de forc¸a disposen de diferents mecanismes de preﬁltrat i desacoblament. En aquest
treball s’ha seleccionat el ﬁltre de mı´nim retard, que e´s aproximadament de 1.3ms dins la banda
passant del ﬁltre [JR3, 1994]. Aix´ı a efectes de la implementacio´ es pot considerar que el sensor
de forc¸a introdueix un retard d’un per´ıode i un guany programable ksi, i per tant
Hj i (z) =
ksi
z
El comportament dels brac¸os s’ha identiﬁcat introduint un senyal conegut en el sistema i
observant la sortida. Quan s’introdueix un consigna en forma d’esglao´ en els robots es pot
observar com la sortida evoluciona de forma similar a la que presenta un sistema de primer
ordre en cascada amb un integrador i diversos retards pur. En concret s’ha trobat que pels dos
robots i per tots els eixos el comportament del sistema presenta els mateixos para`metres que
so´n τ = 35ms i un retard pur de D = 7 per´ıodes. Amb aquestes dades s’ha ajustat un model
de la forma (8.43).
Pel cas de petits desplac¸ament interns i assumint que el punt de refere`ncia esta` centrat en els
diferents punts de prensio´, es pot assumir que A1+A2 ≈ 2Id. Donat que els dos robots i els dos
sensors es comporten de la mateixa manera i assumint que el punt de refere`ncia esta` centrat i
que s’ha imposat el mateix comportament d’impeda`ncia en els dos robots, es pot reescriure la
equacio´ (8.46) de la forma:
e (z) = [Id + 2R1 (z) I1 (z)H1 (z)K
o]−1 δ (z) (8.47)
En el cas que les impeda`ncies seleccionades presentin unes rigideses tals que B = 0 i A i C
diagonals, la equacio´ anterior do´na lloc a un conjunt de 6 equacions independents.
ei (z) =
1
1 + 2r (z) i (z)h (z) koi
δ (8.48)
Un cop ﬁxada la impeda`ncia desitjada e´s possible estudiar el rang de rigideses de la pec¸a
manipulada que fa que el llac¸ tancat sigui estable. De forma similar un cop ﬁxada la pec¸a
manipulada e´s possible determinar el rang de comportaments possibles per sistema.
La equacio´ (8.48) presenta diferents para`metres que s’han de ﬁxar: mi,bi, i ki permeten deﬁnir
el comportament d’impeda`ncia desitjat; ksi e´s el guany introdu¨ıt pels sensors i ﬁnalment k
o
i
correspon a la rigidesa de l’objecte en l’eix i. Per tal de ﬁxar el comportament ﬁnal, s’ha elegit
inicialment el comportament d’impeda`ncia, i, a partir d’aquest s’ha estudiat el rang de valors
que pot prendre ksi per tal que el sistema sigui estable. Aquest valors dependran de k
o
i. El
valors de ksi es poden interpretar com una modiﬁcacio´ de la rigidesa de l’objecte manipulat.
Per tal de simpliﬁcar el procediment de disseny es deﬁneix kni  ksiki que correspon a la nova
rigidesa. L’estudi d’estabilitat es realitza en funcio´ d’aquest nou para`metre kni. Per kni = 1 es
presenta en la ﬁgura 8.12 el diagrama de Nyquist del sistema per mi = 1, bi = 3.2 i ki = 2.7
‡ .
A partir de la observacio´ del diagrama i coneixent que els pols de llac¸ obert so´n estables es pot
determinar que kni ∈ [0..7.9] per tal que sistema de llac¸ tancat sigui estable.
‡ Pels para`metres emprats la s’obte´ | λTs |< 2.63 · 10−3, i per tant l’integrador estara` treballant en les
condicions adients.
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Figura 8.12: Comportament frequ¨encial del sistema linealitzat.
La relacio´ en estat estacionari entre les pertorbacions de posicio´ i l’error intern queda ﬁxada
per la expressio´:
ei =
1
1 + 2kni
ki
δ =
ki
ki + 2kni
δ (8.49)
Un cop ﬁxat ki, es pot comprovar que per tenir forces internes petites en estat estacionari e´s
necessari que kni sigui gran, el que e´s contrari a l’estabilitat, ja que com me´s gran e´s kni, me´s
petit e´s el marge de guany. Per tant sera` necessari trobar un compromı´s entre el marge de
guany i l’error en estat estacionari. En la ﬁgura 8.12 es mostra la resposta frequ¨encial del
sistema en llac¸ tancat per diferents valors de kni. Com es pot veure els sistemes que presenten
gran rebuig a baixes frequ¨e`ncies tenen pics de ressona`ncia grans, s´ımptoma de la proximitat a
la inestabilitat.
En la ﬁgura 8.13 es representa la evolucio´ del sistema real per kni = 9. Es pot comprovar que
el sistema presenta oscil·lacions mantingudes, produ¨ıdes pel lliscament sobre les pinces, degut
a que les forces d’interaccio´ so´n me´s elevades que les de prensio´. Aquest lliscament fa que les
oscil·lacions no creixin i es mantinguin amb amplitud constant.
Finalment, per il·lustrar el comportament del sistema en un cas real, es presenten els resultats
d’un cas pra`ctic implementat en la cel·la (Figures 8.14 i 8.15). Seguint l’esquema presentat
anteriorment, s’ha ﬁxat una impeda`ncia igual en els tots eixos i en els dos robots. La
manipulacio´ s’ha realitzat amb la pec¸a caracteritzada en el cap´ıtol anterior (Taula 7.1). Per tal
que tots els eixos presentin un comportament similar s’ha ﬁxat kni = 2, que com s’ha indicat
anteriorment do´na lloc a un comportament estable.
En la primera ﬁgura (Figura 8.14) es mostra en primer lloc la evolucio´ de la trajecto`ria nominal
d’un dels robots (Nominal), i la trajecto`ria que seguiria el robot en el cas de no utilitzar cap
tipus de control (Nocontrol). Entre aquestes dues trajecto`ries es pot observar l’existe`ncia d’un
retard degut al robot i les comunicacions. Finalment es presenten les trajecto`ries del sistema
quan s’utilitza el comportament d’impeda`ncia.
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Figura 8.13: Oscil·lacions Mantingudes.
La Figura 8.14 mostra tambe´ els resultants per les dues metodologies d’implementacio´ (seccio´
8.4.5). Es pot observar que quan la trajecto`ria esta` ﬁltrada pel comportament (ﬁltretraj),
presenta una amplitud i un desfasament grans respecte la trajecto`ria nominal, mentre que en
el cas en que la trajecto`ria no esta` ﬁltrada (ﬁltreforca), la evolucio´ e´s pra`cticament ide`ntica
a la del sistema sense control, a excepcio´ d’aquelles zones en les que es produeix un canvi de
direccio´, ja que en aquestes zones es generen forces inercials que fan desviar la evolucio´ del
sistema de la seva trajecto`ria ideal.
De forma complementa`ria en la ﬁgura 8.15 es mostra la evolucio´ de les forces internes en els
tres casos plantejats, primerament es presenten les forces internes que existeixen en el cas que
no actu¨ı control (Nocontrol), seguidament es presenta la evolucio´ de les forces internes pel cas
en que no es ﬁltra la trajecto`ria (ﬁltreforca) i ﬁnalment, la evolucio´ del sistema amb ﬁltrat
de trajecto`ria (ﬁltretraj). Es pot comprovar que el comportament d’impeda`ncia produeix una
reduccio´ substancial, de l’ordre del 40%, de la amplitud de les forces internes, valor molt similar
al obtingut amb l’estudi lineal. Cal destacar que les forces internes que apareixen en el sistema
que ﬁltra la trajecto`ria so´n sempre inferiors a les del sistema que no introdueix ﬁltrat. Aixo`
es degut a que les trajecto`ries seguides no presenten components frequ¨encials fora de la banda
d’atenuacio´ del sistema, i per tant les pertorbacions introdu¨ıdes so´n de me´s baixa frequ¨e`ncia.
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Figura 8.14: Evolucio´ de les diferents trajecto`ries.
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Figura 8.15: Evolucio´ forces internes.
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Cap´ıtol 9
Conclusions i treballs futurs
Seguidament es descriuen les principals conclusions i aportacions realitzades en aquesta tesi.
De manera similar es descriuen breument les l´ınies de recerca que resten obertes i que poden
ser d’intere`s en un futur proper.
9.1 Principals aportacions
9.1.1 Cinema`tica
La cinema`tica dels sistemes multirobot presenta unes caracter´ıstiques forc¸a diferents de la de
les sistemes amb u´nic robot, i una de les principals e´s el fet que l’espai de conﬁguracions
esta` deﬁnit a trave´s de varietats impl´ıcites. Aquest fet diﬁculta l’aplicacio´ de molts del
conceptes aplicables en els robots tradicionals. En aquesta tesi s’ha emprat un llenguatge
comu´ per uniﬁcar i comparar les diferents propostes de mesures de manipulabilitat existents en
la bibliograﬁa (Cap´ıtol 2) i, en aquest llenguatge, s’han formulat les diferents propietats dels
sistemes multirobot. Finalment s’ha realitzat una proposta de nova mesura de manipulabilitat
que te´ en compte el comportament dels diferents brac¸os en l’espai de conﬁguracions i en l’espai
de treball, per el que e´s especialment indicada pels sistemes multirobot.
L’espai de treball del sistema multirobot e´s una altra de les qu¨estions que s’ha estudiat en detall
en la tesi, i s’ha proposat una metodologia basada en els conceptes de ﬁgura destra i ﬁgura
realitzable (Cap´ıtol 3). Aquestes dues ﬁgures geome`triques provinents dels espais de treball
individuals, permeten descriure l’espai de treball com la interseccio´ d’unes ﬁgures geome`triques,
i aquest interpretacio´ permet dissenyar de forma intu¨ıtiva cel·les multirobot en les que hi haura`
manipulacio´ multirobot. La metodologia s’ha implementat en el cas de dos tipus de robots, en
primer lloc en els robots tipus SCARA (Cap´ıtol 4) on l’espai de treball es pot estudiar a trave´s
de seccions planes, i en segon lloc en els robots tipus PUMA (Cap´ıtol 5).
El me`tode proposat pot emprar-se en el disseny de cel·les multirobot, ja que les ﬁgures
individuals deﬁnides so´n independents de la posicio´ relativa de les bases, i per tant la posicio´
d’aquestes es pot ﬁxar de tal manera que es maximitzi l’espai de treball conjunt. Un avantatge
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del me`tode e´s que l’espai de treball resultat esta` lliure de singularitats.
9.1.2 Dina`mica i control
Dins els aspectes de dina`mica i control abordats en la tesi, cal diferenciar dos grans apartats,
el referent a la dina`mica del sistema multirobot (Cap´ıtol 6) i el referent als sistemes en els que
els robots presenten control de posicio´ (Cap´ıtols 7 i 8).
En els aspectes de dina`mica pro`piament dita s’ha analitzat en detall la formulacio´ en forma
de equacions algebraic diferencials (DAE) dels sistemes meca`nics amb restriccions holo`nomes,
cas gene`ric dins el que s’engloben els sistemes multirobot amb manipulacio´ r´ıgida d’objectes
r´ıgids. Aquesta formulacio´ permet obtenir el comportament del sistema a partir de les equacions
que descriuen el comportament individual de cadascun dels robots i els conjunt de restriccions
cinema`tiques que actuen sobre el sistema. Per aquest tipus de sistemes s’ha caracteritzat les
seves singularitats. L’estudi s’ha completat amb el disseny d’una llei de control gene`rica per
aquest tipus de sistemes que permet regular la posicio´ i les forces d’enllac¸ del sistema. La llei
de control proposada esta` basada en una extensio´ dina`mica del sistema inicial y una posterior
linealitzacio´ entrada/sortida a trave´s de realimentacio´ d’estat.
A me´s de l’estudi teo`ric s’ha proposat una metodologia per obtenir de forma ra`pida i eﬁcient
el conjunt d’equacions que s’han d’integrar per observar l’evolucio´ del sistema.
En el cas dels robots amb control de posicio´, el comportament i control presenten unes
caracter´ıstiques totalment diferents. Per aquest tipus d’entorns s’han proposat, dos tipus de
controls diferents. El primer, basat en un enfoc de control h´ıbrid (Cap´ıtol 7), descomposa el
sistema en eixos sobre els que s’aplica control de posicio´ i eixos en els que s’aplica control de
forc¸a, aquest darrers corresponen a les forces internes. Aquest enfoc e´s totalment centralitzat,
es a dir que hi ha un element central encarregat de controlar el comportament del sistema.
Com a principal aportacio´ dins aquesta l´ınia, s’ha proposat una metodologia per identiﬁcar el
comportament de les forces internes que actuen sobre el sistema.
En contrapartida al control h´ıbrid s’ha desenvolupat un esquema de control basat en la imposicio´
d’un comportament d’impeda`ncia en cadascun dels robots (Cap´ıtol 8). Aquest plantejament
e´s totalment desacoblat, e´s a dir cadascun dels robots implementa el seu comportament
sense necessitat d’un intercanvi d’informacio´. La principal aportacio´ del me`tode e´s que el
comportament d’impeda`ncia s’ha plantejat sobre SE(3), el que fa que els comportaments
obtinguts estiguin d’acord amb la topologia de l’espai de treball.
Com es pot observar en els treballs experimentals presentats, el control h´ıbrid permet obtenir
millors prestacions que els obtinguts amb el control d’impeda`ncia; en contrapartida el nivell
de coneixement que s’ha de tenir del sistema e´s me´s elevat. Per tant la eleccio´ d’un me`tode o
l’altre dependra` de les caracter´ıstiques concretes de l’entorn de treball en que s’hagi d’aplicar.
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9.2 Treballs Futurs
Els treballs desenvolupats durant aquesta tesi han obert diferents l´ınies de recerca les principals
de les quals es descriuen a continuacio´.
9.2.1 Cinema`tica
Donat que l’espai de treball del sistemes multirobot e´s en general molt me´s petit que el dels
robots que el formen i que en la majoria de casos els espais de treball d’aquests sistemes estan
lliures d’obstacles, la planiﬁcacio´ de trajecto`ries ha d’anar enfocada a l’optimitzacio´ de les
mateixes d’acord amb certs criteris. En concret, un d’aquest criteris e´s la maximitzacio´ de la
mesura de manipulabilitat proposada.
Dins l’apartat de l’espai de treball s’han obert diferents camps que poden donar lloc a futures
tasques de recerca, que es poden agrupar en els segu¨ents punts:
• Algorismes gene`rics per la obtencio´ de la convolucio´ de ﬁgures geome`triques gene`riques
La construccio´ de la ﬁgura realitzable de ﬁgures geome`triques tridimensionals no convexes,
e´s en general un problema complex, i per tant, l’extensio´ del me`tode a altres famı´lies de
robots passa per l’obtencio´ d’algorismes gene`rics de ca`lcul de la convolucio´ de ﬁgures
geome`triques gene`riques.
• Representacions del volum que redueixin el proce´s de ca`lcul de la interseccio´
Durant el ca`lcul de l’espai de treball, el ca`lcul de la interseccio´ de les ﬁgures geome`triques,
en el cas 3D, s’ha realitzat a trave´s d’aplicar seccions 2D, calcular sobre elles la interseccio´
i reconstruir posteriorment la ﬁgura 3D a partir de les diferents seccions. Aquest proce´s
e´s lent i diﬁculta l’aplicacio´ de processos d’optimitzacio´ automa`tics. Per tant, e´s necessari
millorar aquest ca`lcul per tal d’aplicar me`todes similars als proposats en el cas 2D.
Alguna de les idees en que s’esta` treballant e´s l’us de representacions aproximades que
permetin calcular de forma ra`pida les caracter´ıstiques de la interseccio´. En aquest l´ınia
pel cas dels robots tipus PUMA s’esta` treballant en la aproximacio´ del volum individual
i de la ﬁgura destra per un conjunt d’esferes disjuntes (Figura 9.1). Aquesta aproximacio´
permet calcular ra`pidament el volum i la forma de la interseccio´, pero` en contrapartida,
e´s dif´ıcil trobar un conjunt d’esferes que corresponguin a una aproximacio´ o`ptima. Cal
tenir en compte tambe´ que aquesta representacio´ e´s adequada per robot tipus PUMA,
ja que idealment el seu espai de treball e´s pra`cticament una esfera, pero` altres tipus de
robots poden no e´sser representables adequadament amb aquest tipus d’aproximacio´.
Una metodologia me´s gene`rica e´s la representacio´ de les ﬁgures geome`triques a partir de
les seves fronteres que, en general, seran superf´ıcies i corbes a l’espai. Posteriorment sera`
possible calcular la frontera de la interseccio´ a partir del ca`lcul de la interseccio´ de les
diferents superf´ıcies i corbes, pero` aixo` pot e´sser computacionalment costo´s per superf´ıcies
i corbes gene`riques.
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Figura 9.1: Exemple d’aproximacio´ per esferes de l’espai de treball del RX-90.
• Fusio´ en un sol pas el proce´s d’ana`lisi
En l’actualitat el ca`lcul de l’espai destre es realitza en dos passos, un primer corresponent
a la ana`lisi de la equacio´ de posicio´ i un segon corresponent a la ana`lisi de la equacio´
de rotacio´. El segon pas e´s computacionalment costo´s ja que fa necessa`ria la avaluacio´
de les possibles orientacions en cadascun dels punts del sistema. Per aquest motiu e´s
necessari continuar treballant en aquesta direccio´ per tal d’intentar fusionar en un sol
pas l’estudi de l’espai de treball, o reduir el nu´mero de punts en els que s’ha d’estudiar
l’equacio´ d’orientacio´ per tal d’obtenir la informacio´ necessa`ria per determinar quins dels
punts obtinguts en el primer pas pertanyen realment a l’espai de treball.
• Introduccio´ de les mesures de manipulabilitat dins el proce´s de disseny
En l’estrate`gia proposada les cel·les es dissenyen u´nicament en funcio´ de l’espai de treball.
No obstant, en alguns casos pot e´sser de gran intere`s tenir en compte les mesures de
manipulabilitat, ja que, a vegades espais de treball grans poden presentar prestacions
cinema`tiques inadequades pel tipus de tasca que s’ha de realitzar.
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Figura 9.2: Interaccio´ home ma`quina.
9.2.2 Dina`mica i Control
Una de les qu¨estions que ha quedat oberta en aquesta part del treball per manca d’una la
plataforma d’experimentacio´ adequada, ha estat la validacio´ experimental dels controladors
dissenyats a trave´s de la formulacio´ dels sistemes multirobot en forma de DAEs, aquest tipus de
control pot oferir millors prestacions que els controladors desenvolupats pels sistemes multirobot
on els robots presenten control de posicio´.
Dins l’apartat d’aplicacio´ del control h´ıbrid, el que diﬁculta me´s l’aplicacio´ d’aquest esquema
e´s la necessitat de disposar de models dels comportament de les peces manipulades. Per aixo`
una possibilitat que s’esta` avaluant e´s l’u´s de te`cniques de control adaptatiu per tal de poder
treball amb un rang de peces me´s elevat, incloent peces ﬂexibles.
Finalment, el camp en que s’han obert me´s l´ınies de treball que encara resten obertes, e´s el
referent a l’u´s del comportament d’impeda`ncia. Les principals qu¨estions en les que es prete´n
treballar so´n:
• Estudi del sistema no lineal
En el cap´ıtol 8 s’ha emprat un model linealitzat del comportament del sistema per
determinar l’estabilitat del sistema complet. Aquest estudi ha perme`s trobar llindars
aproximats pels para`metres del sistema.
L’estudi del sistema no lineal i la obtencio´ d’expressions anal´ıtiques fa`cils d’avaluar per
la determinacio´ dels punts d’equil·libri en el cas de la manipulacio´ multirobot amb grans
desplac¸aments, permetra` entendre millor el comportament del sistema, a me´s de facilitar
el proce´s d’ajusts dels seus para`metres.
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• Estudi de la rigidesa del sistema
La experimentacio´ ha mostrat que la rigidesa que veuen els robots durant la manipulacio´
conjunta e´s una combinacio´, entre d’altres, de la rigidesa del l’objecte, el joc meca`nic de
les pinces, i la rigidesa del sensor. Aquest fet fa que sigui dif´ıcil de trobar un conjunt de
para`metres que representin la rigidesa del sistema de forma independent de l’amplitud
de les forces d’interaccio´ i de la conﬁguracio´. Per aquest motiu e´s necessari, millorar els
models emprats.
Una qu¨estio´ alternativa e´s la introduccio´ d’algun element d’acomodacio´ dins el sistema
(similar a un RCC), ja que, si aquest element e´s el dominant sobre la resta, sera` fa`cil de
modelar i regular el comportament del sistema.
• Desenvolupament de te`cniques d’implementacio´ diferents
En la proposta actual el proce´s d’implementacio´ de la impeda`ncia no contempla
l’existe`ncia de la dina`mica del sensor ni de dina`mica en el robot, i l’efecte d’aquests
elements s’avalua a posteriori a trave´s de l’estudi d’estabilitat del sistema complet.
Desafortunadament aquests elements redueixen notablement les prestacions del sistema.
En l’actualitat s’esta` treballant per tal de buscar un nou enfoc que permeti compensar
l’efecte d’aquests elements no modelats.
Una qu¨estio´ addicional e´s la bu´squeda d’una parametritzacio´ adequada per l’especiﬁcacio´
i integracio´ de les equacions del sistema, ja que els angles d’Euler presenten el problema
de l’existe`ncia de singularitats. Desafortunadament les parametritzacions, com els
quaternions, que no presenten singularitats contenen restriccions algebraiques entre
els para`metres, i aquestes restriccions poden deixar de complir-se sota l’efecte de la
quantiﬁcacio´ i la discretitzacio´.
En la pra`ctica els sensors de forc¸a permeten una frequ¨e`ncia de mostratge bastant me´s
elevada que la de les consignes que s’envien al robot. Per aquest motiu seria interessant
estudiar si la introduccio´ d’aquestes mostres intermitges poder millorar les prestacions
del sistema.
• Treball amb objectes ﬂexibles
Durant el desenvolupament de la tesi s’ha treballat amb objectes que es poden considerar
com a r´ıgids, pero` el comportament d’impeda`ncia es pot emprar per treballar amb objectes
ﬂexibles. Per aquest tipus d’objectes s’haura` de replantejar el concepte de forc¸a interna
i s’haura` de treballar amb models de l’objecte d’ordre superior.
• Interactivitat home-ma`quina
Una de les tende`ncies actuals dins la robo`tica e´s el desenvolupament de sistemes que
puguin interactuar amb l’e´sser huma`. El control d’impeda`ncia e´s especialment indicat per
aquest tipus de sistema, ja que e´s possible ﬁxar la rigidesa global a partir de les rigideses
individuals. Aquesta rigidesa e´s un dels factors importants per deﬁnir el comportament
que ha de tenir el sistema en front a forces d’interaccio´ (Figura 9.2).
Part V
Ape`ndixs
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Ape`ndix A
Cinema`tica dels robots
Aquest ape`ndix presenta el principals conceptes de la cinema`tica dels robots emprats en la
tesi. Per formalitzar els diferents conceptes s’utilitza una nomenclatura basada en l’us de la
geometria diferencial i s’ha procurat en la mesura del possible lligar aquesta nomenclatura amb
la tradicional dins la bibliograﬁa sobre robo`tica.
A.1 Introduccio´
La cinema`tica (Kin) d’un robot descriu la relacio´ entre l’estat de cadascun dels graus de llibertat
del robot (espai de conﬁguracions C) i el de l’element terminal del robot (o qualsevol altre
element de la cadena cinema`tica) en l’espai de treball (O) [Figura A.1].
C
Kin 
ﬀ
Kin−1
O
En general, l’espai de conﬁguracions es pot expressar com el producte cartesia` dels rangs de
treball de cadascuna de les articulacions del robot, e´s a dir:
C ⊂ Rntr × T nrot
on T k = S1 × · · · × S1︸ ︷︷ ︸
k
(e´ssent S i l’esfera de dimensio´ i), ntr e´s el nu´mero d’articulacions lineals
de la cadena i nrot e´s el nu´mero d’articulacions de rotacio´ del robot, e´ssent n = ntr + nrot el
nombre total de graus de llibertat de la cadena cinema`tica. Donat que les articulacions lineals
tenen un rang de treball ﬁnit i que les de rotacio´ poden e´sser des d’una fraccio´ de volta ﬁns
multivolta, l’espai de conﬁguracions real pot representar-se com un subconjunt de Rn. Quan
dim {C} < dim {O} es diu que el mecanisme e´s subactuat i en el cas en que dim {C} > dim {O}
es diu que el mecanisme e´s sobreactuat o redundant (Figura A.2). Habitualment denotarem θ
els elements de C i x els elements de O.
L’espai de treball representa la situacio´ de l’element terminal dins el mo´n f´ısic, posicio´ que es
pot considerar com un element de SE (3). Habitualment, els elements de SE (3) es representen
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C
O
R
n
SE (3)
Kin
Figura A.1: Cinema`tica Directa.
amb matrius homoge`nies de la forma: [
R p
03×1 1
]
on R e´s una matriu ortonormal de 3×3 (que es pot considerar un element de SO (3)) i p ∈ R3.
En aquest treball, els s´ımbols x,g,h representen diferents elements gene`rics de SE (3).
A.2 Cinema`tica Directa
C O
No redundant
C O
redundant
Figura A.2: Diferents tipus de cinema`tiques.
S’anomena cinema`tica directa a la aplicacio´, Kin, entre C i O. En els cas aqu´ı tractat e´s una
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aplicacio´ no lineal cont´ınua i diferenciable entre dues varietats diferenciables:
Kin : Rn → SE (3)
θ → g
normalment aquesta aplicacio´ no e´s injectiva ja que un element de SE (3) pot tenir varies
imatges sobre Rn.
La obtencio´ d’una expressio´ expl´ıcita de Kin a partir la descripcio´ f´ısica d’una cadena
cinema`tica oberta i seriada, objecte d’aquest apartat, e´s un tema ben conegut [Craig, 1986]
[Murray et al., 1994], encara que e´s un tema d’estudi pel cas de mecanismes cinema`tiques
gene`rics [Merlet, 2000].
La formulacio´ de la cinema`tica basada en el producte d’exponencials de matrius (formalisme
POE) [Brockett, 1983] [Murray et al., 1994] presenta una interpretacio´ geome`trica me´s clara
que l’habitual formulacio´ de Denavit-Hartenberg en forma de producte de matrius homoge`nies,
i permet tractar restriccions cinema`tiques me´s fa`cilment [Park and Bobrow, 1995]. Per aquest
motiu, juntament amb la seva major eﬁcie`ncia computacional [Park and Pack, 1991] en aquest
treball s’utilitza aquest formalisme, que es pot aplicar seguint dos enfocs diferents, un primer
anomenat de coordenades de mo´n:
f s (θ) = MeA1θ1 · · · eA6θ6
i un segon anomenat de coordenades de l’espai:
f b (θ) = eB1θ1 · · · eB6θ6N
on Ai,Bi ∈ se(3) so´n eixos (screws) que descriuen el moviment de cadascun dels graus de
llibertat de la cadena cinema`tica, i M,N ∈ SE(3) corresponen a la situacio´ de l’element
terminal quan cadascun dels graus de llibertat esta` en el seu origen.
C O
Singularitat
Kin−1i
Kin−1j
Figura A.3: Relacio´ entre les diferents solucions de la cinema`tica inversa.
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A.3 Cinema`tica Inversa
A.3.1 Deﬁnicio´
La cinema`tica inversa, permet determinar la conﬁguracio´ que ha d’adoptar el robot per tal que
el seu element terminal es situ¨ı en un punt de O determinat. Les caracter´ıstiques d’aquesta
relacio´ depenen de les dimensions relatives de O i C, i de l’estructura de la cadena cinema`tica.
En general, es tracta d’una relacio´ 1 a p; es a dir:
∃ θi ∈ C, i = 1 · · · p | Kin (θi) = Kin (θj) i, j = 1 · · · p
i es deﬁneix:
Nx  {θ ∈ C | Kin (θ) = x ∈ O}
En el cas en que dim (C) = dim (O), habitualment Nx esta` composat per un conjunt de punt
a¨ıllats. El nu´mero de punts depe`n de les caracter´ıstiques de Kin i el rang de treball de les
articulacions. En el cas en que dim (C) > dim (O), Nx forma una subvarietat de dimensio´
dim (C)− dim (O), i en aquest cas es diu que el manipulador e´s redundant [Figura A.2].
En el cas de robots redundants solen existir inﬁnits punts de l’espai de conﬁguracions que
generen el mateix punt de l’espai de treball i aquest fet s’aproﬁta per optimitzar certs criteris
predeterminats [Nakamura, 1991]. Aixo` fa que aquest tipus de robots siguin molt interessants
en nombroses aplicacions, encara que resultin me´s complexes des del punt de vista meca`nic.
Generalment resulta complex obtenir expressions anal´ıtiques per la cinema`tica inversa.
Per aquest motiu e´s frequ¨ent utilitzar solucions de cara`cter nume`ric [Parker et al., 1989]
[Tsai and Morgan, 1985], encara que existeixen un conjunt d’estructures cinema`tiques per
les que es poden obtenir solucions anal´ıtiques a trave´s de me`todes geome`trics o anal´ıtics
[Pieper, 1968]. Aquestes estructures so´n molt frequ¨ents en els manipuladors industrials. En els
casos en que e´s possible obtenir solucions expl´ıcites es disposa d’un conjunt de p funcions no
lineals continues i diferenciables de la forma:
Kin−1k : O → C (k = 1..p)
Una caracter´ıstica important d’aquestes solucions, e´s que entre elles nome´s tenen en comu´
conﬁguracions singulars [Uchiyama, 1979] [Murray et al., 1994]. Es a dir que una vegada deﬁnit
un camı´ en O i seleccionada una de les possibles solucions, no e´s possible canviar de solucio´
durant el moviment, excepte si es passa per una conﬁguracio´ singular [Figura A.3].
A.3.2 Particio´ de l’Espai de Conﬁguracions
Si s’agrupen en un conjunt Ck tots els elements de C que so´n imatge de O a trave´s de la
aplicacio´ Kin
Ck =
{
θ ∈ C | ∃ x ∈ O | Kin−1k (x) = θ
}
s’obte´ una particio´ de C:
C = C1 ∪ · · · ∪ Cp
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Si s’anomena Csin el conjunt de conﬁguracions singulars, es pot veriﬁcar que:
Ci ∩ Cj ∈ Csin
En general les conﬁguracions singulars formen subvarietats diferenciables de C
[Pai and Leu, 1992].
En la pra`ctica e´s convenient seleccionar una particio´ de l’espai de treball en funcio´ de les
necessitats de la tasca a realitzar. En ocasions aixo` resultat complex ja que les caracter´ıstiques
de cadascuna de les particions poden e´sser molt diferents degut als l´ımits meca`nics del sistema
o als obstacles de l’entorn [Borrel and Liegeois, 1986] [Wenger and Chedmail, 1991].
A.4 Estudi de Velocitats
J
TθC
TxO
Rθ
Figura A.4: Aplicacio´ deﬁnida per la matriu de Jacobi.
El conjunt de totes les derivades en un punt θ ∈ C constitueix un espai vectorial TθC, que rep
el nom d’espai tangent. Una cosa similar passa en un punt x ∈ O, amb TxO. Una aplicacio´
continua i diferenciable entre C i O, infereix una relacio´ entre els espais tangents en θ ∈ C i
Kin (θ) ∈ O, que es denomina aplicacio´ tangent, Kin∗:
TθC Kin∗ TKin(θ)O
θ ∈ C

Kin Kin (θ) ∈ O

La unio´ de tots els espais tangents constitueix el ﬁbrat tangent, TC = ⋃θ∈C TθC i TO =⋃
x∈O TxO. Ambdo´s ﬁbrats formen una varietat diferenciable de dimensio´ doble a l’inicial i
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poden relacionar-se a trave´s de la aplicacio´ tangent TKin:
TC TKin TO
C

Kin  O

Aquesta aplicacio´ no e´s res me´s que la matriu de Jacobi que, com e´s ben conegut, en robo`tica
relaciona les velocitats en C i les velocitats en O. Aix´ı es pot plantejar la formulacio´ habitual:
x˙ = J (θ) θ˙ (A.1)
on J e´s la matriu de Jacobi de Kin.
Un altra caracter´ıstica d’aquesta aplicacio´ e´s que indueix un espai vectorial sobre TxO, que
s’anomenara` Rθ. Aquest subespai de TxO representa el conjunt de velocitats realitzables en
Kin (θ) ∈ O. De manera similar es deﬁneix el complementari de Rθ, R⊥θ , com el conjunt de
velocitats de TxO no realitzables. El rang de J (θ) e´s igual a la dimensio´ de Rθ. Per tant:
dim {Rθ} = Rank {J (θ)} ≤ min {n, dim {O}}
on n e´s el nu´mero d’articulacions del robot. El nucli de J (θ), N {J (θ)}, rep el nom d’espai
redundant (Redundant Space) RS i la seva dimensio´ e´s el grau de redunda`ncia (Degree Of
Redundancy) DOR. Aleshores es cumpleix:
dim {Rθ}+ dim {N {J (θ)}} = n
Com s’ha indicat anteriorment; en aquest treball s’assumeix que C ∼= R6, per tant TC ∼= TR6
la qual cosa implica que sobre C so´n directament aplicable totes les eines del ca`lcul sobre Rn.
D’altra banda O ∼= SE (3), i donat que SE (3) e´s un grup de Lie [Sattinger and Weaver, 1993],
el seu espai tangent e´s isomorf a l’espai tangent de SE (3) en la identitat (Id). Aquest espai,
se (3), e´s el que forma l’a`lgebra de Lie del grup i e´s a me´s a me´s isomorf a R6. E´s possible
relacionar un element de l’espai de tangent TxSE (3) de SE(3), en el punt x amb un element
de TIdSE (3) = se (3) de dues maneres, per l’esquerra o per la dreta, e´s a dir:
Lxx˙  x−1x˙ = x, | x˙ ∈ TxSE (3) , x ∈ se (3)
on Lg nota la transformacio´ per l’esquerra. Els elements obtinguts a partir d’aplicar la
transformacio´ per l’esquerra reben el nom de velocitat de l’objecte (body velocity) Vb = x−1x˙),
i corresponen a la velocitat del sistema coordenat de l’objecte expressada en la orientacio´ del
sistema coordenat de l’objecte. L’altra possibilitat e´s aplicar la transformacio´ per la dreta,
Rxx˙  x˙ ◦ x−1 = x, | x˙ ∈ TxSE (3) , x ∈ se (3)
on Rg nota la transformacio´ per la dreta. Aquests reben el nom de velocitat espaial (spatial
velocity), Vs = x˙x−1, i corresponen a la velocitat que tindria un punt solidari a l’objecte i situat
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en l’origen del sistema coordenat de refere`ncia. En aquest treball s’utilitzara` la transformacio´
per l’esquerra.
En la formulacio´ de la cinema`tica a trave´s de productes d’exponencials de matrius (POE), la
velocitat de l’element terminal s’expressa [Brockett, 1983]:
Vb =
[
gb
]−1
g˙b = B6θ˙6 + · · ·+
(
Ad(e(−B1θ1)···e(−B5θ5))B1
)
θ˙1 (A.2)
Vs = g˙s [gs]−1 = A1θ˙1 + · · ·+
(
Ad(e(A1θ1)···e(A5θ5))A6
)
θ˙6 (A.3)
on Ad representa l’operador adjunt. Aquest, permet expressar les velocitats en un altre sistema
de refere`ncia solidari al primer. La relacio´ entre ambdo´s sistemes coordenats es pot escriure en
forma d’un element H de SE(3). En aquest cas l’operador Ad presentat en forma matricial
pren la forma:
AdH =
[
R p̂R
0 R
]
(A.4)
on R correspon a la component de rotacio´ de H, i p̂ correspon a la component de posicio´
expressat en forma de matriu antisime`trica. En les expressions anteriors ((A.2)-(A.3)), cadascun
dels elements que multiplica a un θi pertany a se (3) , i per tant la velocitat total de l’element
terminal e´s la combinacio´ de les velocitats generades per cadascuna de les articulacions, tal
com ja s’havia introdu¨ıt anteriorment. Donat que se (3) e´s isomorf amb R6 aquests elements es
poden expressar en forma de vector columna, i si ﬁnalment tots s’uneixen en forma de matriu
s’obte´ la matriu de Jacobi de la cinema`tica.
A.4.1 Singularitats
Les singularitats so´n punts θ ∈ C, en els que el rang de la aplicacio´ tangent no e´s ma`xim, es a
dir:
Rank {Kin∗} < min {n, dim {O}}
En les conﬁguracions singulars hi ha velocitats en O que no so´n realitzables. Degut a aquesta
circumsta`ncia, aquestes conﬁguracions so´n problema`tiques i per tant es procura evitar-les
[Kieﬀer and Cahill, 1995]. Des d’un punt de vista cinema`tic aquestes conﬁguracions estan
perfectament caracteritzades respecte a la topologia dels elements articulats [Uchiyama, 1979]
[Murray et al., 1994].
Amb la interpretacio´, introdu¨ıda en l’apartat anterior, les singularitats so´n conﬁguracions en
les que alguns dels vectors columna que formen la matriu de Jacobi s’al·lineen, es a dir la
contribucio´ de varis dels graus de llibertat a la velocitat e´s en la mateixa direccio´. Des d’un
punt de vista de la aplicacio´ lineal que indueix el Jacobia`, les singularitats so´n punts en els que
es produeix un canvi de signe de la aplicacio´ lineal. Pel cas en que el Jacobia` sigui quadrat, les
conﬁguracions singulars so´n punts on es produeix un canvi de signe del det {J (q)}. El signe del
determinant representa el canvi de la orientacio´ del sistema coordenat de la aplicacio´. Es a dir
si el signe del determinant e´s positiu la orientacio´ no canvia y canvia en el cas d’e´sser negatiu.
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A.5 Estudi de les Forces
El conjunt de les funcions lineals ωθ : TθC → R rep el nom d’espai cotangent de C , i es
representa per T ∗θC.
L’espai cotangent e´s un espai vectorial de la mateixa dimensio´ que TθC i els seus elements reben
el nom de 1-formes i s’apliquen sobre els elements del tangent (derivades, camps vectorials, ...)
generant una funcio´ escalar. L’aplicacio´ d’una 1-forma sobre un element de l’espai tangent es
nota <;>.
Aquestes deﬁnicions so´n aplicables tambe´ a O, on les 1-formes (µx) constitueixen l’espai
cotangent T ∗xO a O.
Tal com s’ha introdu¨ıt anteriorment, els elements dels espais tangent es relacionen amb les
velocitats dels elements de la varietat. De manera dual els elements de l’espai cotangent es
relacionen amb les forces que actuen sobre la varietat. Aix´ı τ ∈ T ∗θC corresponen als parells
aplicats a les articulacions del robot, mentre que f ∈ T ∗xO corresponen a les forces realitzades
per l’element terminal del robot.
Com passava en el cas de l’espai tangent, quan existeix una aplicacio´ diferenciable Kin entre
dues varietats diferenciables (C i O) e´s possible establir una aplicacio´ Kin∗ entre els elements
de l’espai cotangent de les dues varietats diferenciables:
T ∗θC ﬀ
Kin∗
T ∗Kin(θ)O
θ ∈ C

Kin Kin (θ) ∈ O

Aquesta aplicacio´ Kin∗ : T ∗Kin(θ)O → T ∗θC, relaciona els elements de l’espai cotangent de la
varietat dest´ı amb els elements de l’espai cotangent de la varietat origen. La aplicacio´ cotangent
es deﬁneix com:
< Kin∗ µKin(θ);Xθ >=< µKin(θ);Kin∗Xθ >
on µKin(θ) ∈ T ∗Kin(θ)O i Xθ ∈ TθC.
La unio´ de tots els espais cotangents constitueix el ﬁbrat cotangent, aix´ı: T ∗C = ⋃θ∈C T ∗θC
i T ∗O = ⋃x∈O T ∗xO. Ambdo´s ﬁbrats formen una varietat diferenciable de dimensio´ doble a
l’inicial i poden relacionar-se a trave´s de la aplicacio´ cotangent Kin∗:
T ∗C ﬀKin
∗
T ∗O
C

Kin  O

Al igual que en el cas de l’espai tangent i fent el paral·lelisme amb la formulacio´ cla`ssica de la
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cinema`tica, l’expressio´ habitual de l’aplicacio´ cotangent Kin∗, e´s:
τ = JT (θ) f
on τ representa el parell sobre les articulacions, f e´s la forc¸a aplicada o realitzada sobre l’element
terminal del robot.
Com es ben conegut dins la dina`mica el producte escalar de la velocitat instanta`nia per la forc¸a
aplicada equival al treball instantani realitzat. Seguint aquest fet l’aplicacio´ d’una 1-forma
sobre un element del tangent s’interpreta en termes de treball realitzat.
A.6 Me`trica
A.6.1 Deﬁnicio´
La me`trica e´s la entitat que permet realitzar la mesura de dista`ncies. Donada una corba r(t)
sobre Rn, la longitud de la corba es calcula de la forma:
l =
∫ b
a
〈r˙(t), r˙(t)〉
1
2
r(t) dt
on 〈, 〉r(t) e´s la me`trica que actua en Tr(t)Rn. Habitualment aquesta me`trica e´s el producte
escalar tradicional.
Una me`trica Riemaniana (Ψ) sobre una varietat diferencial M:
Ψy : TyM× TyM→ R
e´s una assignacio´ continua i diferenciable d’un producte escalar a l’espai tangent de cada punt
y ∈M de la varietat diferencial. A me´s d’e´sser continua hi diferenciable, Ψ ha d’e´sser bilineal,
sime`trica, i deﬁnida positiva [Boothby, 1986].
A.6.2 Me`trica SE(3)
Donat que l’espai de treball O ∈ SE (3), sera` necessari determinar quina e´s la me`trica de
SE (3). Com s’ha vist anteriorment a cada element de TxSE (3) se li pot associar un element
de se (3) que e´s isomorf a R6, per tant sera` possible obtenir una me`trica sobre SE (3) a partir
del producte escalar deﬁnit sobre R6. Donat que hi ha dues maneres s’associar elements de
TxSE (3) a se (3), hi haura` dos tipus de me`trica, el de les obtingudes a trave´s de transformacions
per la dreta i el de les obtingudes a trave´s de transformacions per l’esquerra.
Les me`triques obtingudes per a trave´s de transformacions per l’esquerra presenten la propietat
de que so´n invariants en front a canvis en el sistema de refere`ncia de mo´n, mentre que les
obtingudes per l’esquerra so´n invariants enfront al canvi en el sistema de refere`ncia sobre
l’objecte. Desafortunadament no hi ha cap me`trica sobre SE (3) que sigui bi-invariant, es
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a dir invariant en front a canvis en el sistema de refere`ncia de mo´n i en front a a canvis en el
sistema de refere`ncia sobre l’objecte.
Les me`triques invariants en front a canvis en el sistema de refere`ncia de mo´n sobre SE (3)
presenten una representacio´ matricial de la forma [Park, 1995]:
Q =
[
αI3 0
0 βI3
]
on α, β ∈ R+ so´n factors de ponderacio´. Aquesta me`trica es deﬁneix sobre una base {Li}
de se(3). Cadascun dels elements que formen la base es pot relacionar amb un element de
TxSE (3), a trave´s de la aplicacio´ de la transformacio´ per l’esquerra. Aix´ı s’obte´ un conjunt
Lˆi = xLi ∈ TxSE (3) que forma una base de TxSE (3). Finalment e´s possible aplicar la me`trica
sobre TxSE (3), tenint en compte que :〈
Lˆi, Lˆj
〉
x
= 〈Li, Lj〉Id = 0 ∀i = j,〈
Lˆi, Lˆi
〉
x
= 〈Li, Li〉Id = α i = 1..3〈
Lˆi, Lˆi
〉
x
= 〈Li, Li〉Id = β i = 4..6
on <,>x nota la aplicacio´ de la me`trica sobre dos elements de l’espai tangent en el punt x.
A.6.3 Me`trica C
A.6.3.1 Me`trica natural
En aquest treball s’ha associat C amb R6, i per tant s’hereta de forma natural la me`trica existent
en R6, que e´s el producte escalar tradicional. Aquesta me`trica considera que el moviment en
cadascun dels graus de llibertat e´s exactament igual des de el punt de vista del ca`lcul de
dista`ncies. Tanmateix en alguns casos, pot resultar u´til ponderar diferentment els diferents
graus de llibertat. Aquesta ponderacio´ do´na lloc a una me`trica de la forma:
Ψy (ei, ej) = 0 ∀i = j,Ψy (ej, ej) = j
on Ψy representa la me`trica en un punt y ∈ C; {ej} e´s una base de TyC on ej esta` alineat amb el
moviment de la articulacio´ j, i ﬁnalment j correspon al factor de ponderacio´ de la articulacio´
j.
Aquesta me`trica e´s invariant sobre tot C.
A.6.3.2 Me`trica indu¨ıda
Donat que la aplicacio´ tangent permet obtenir vectors elements de TxSE (3) a partir dels
elements de TθC, e´s possible importar la me`trica de TxO cap a TθC. D’aquesta manera e´s
possible mesurar la longitud d’una corba en C a partir de la longitud de la corba en O associada
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a trave´s de la cinema`tica. Aix´ı, en el cas de treballar amb robots redundants el moviment en
el interior de N {J (θ)} tindria mesura nul·la.
El proce´s d’importacio´ s’esquematitza en la segu¨ent ﬁgura:
Ψθ(X
1, X2) ﬀ ΨKin(θ)(Kin∗X1,Kin∗X2)
TθC Kin∗  TKin(θ)O
θ ∈ C

Kin  Kin (θ) ∈ O

on ΨKin(θ) representa la me`trica sobre O que es prete´n importar, X1, X2 ∈ TθC so´n dos elements
de l’espai tangent en el punt θ ∈ C, i ﬁnalment Ψθ correspon a la me`trica sobre C importada a
trave´s de la cinema`tica. Aquesta nova me`trica s’anomenara` me`trica Ψθ indu¨ıda per Kin.
A.7 Volum
A.7.1 Deﬁnicio´
El concepte de volum, permet estendre el concepte de tamany a les varietats diferencials.
Inﬁnitesimalment el volum es pot concebre com el tamany que tindria un paral·lelep´ıpede
situat sobre un punt de la varietat on les seves arestes alineades amb la direccio´ dels vectors
d’una base del tangent en aquell punt.
Sobre un punt p d’una varietatM, aquest concepte, es formalitza com una n-forma antisime`trica
(tensor alternant n covariant) de la forma [Boothby, 1986]:
Ω : TpM× · · · × TpM︸ ︷︷ ︸
n
→ R
Un cop ﬁxat el volum generat en una base concreta, es possible obtenir el volum que generen
els vectors en una altra base de forma un´ıvoca. Aix´ı si {ai} i {bi} so´n dues bases de TpM, el
volum generat per cadascuna d’elles es relaciona a trave´s de l’expressio´
Ω (a1, · · · , an) = det(∆)Ω (b1, · · · , bn)
on ∆ e´s la matriu de canvi de base, es a dir la matriu que permet expressar en {ai} un vector
deﬁnit en {bi}.
Teorema [Boothby, 1986, pa`g. 218] En una varietat Riemaniana amb una me`trica Riemaniana
Ψ, ﬁxada una orientacio´ en M hi ha una u´nica n-forma Ω que te´ el valor +1 en totes les bases
ortonormals orientades positivament. Aquesta n-forma s’anomena element de volum de la
varietat Riemaniana orientada, i en un punt p ∈M es pot escriure com:
Ωp (ai, · · · , an) =
√
det {Ψij}a∗1 ∧ · · · ∧ a∗n
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on Ψij =< ai, aj >p, ∧ nota el producte exterior i a∗1 so´n els elements de l’espai cotagent
associats a ai.
El volum d’un subconjunt D ∈M es calcula com la suma del volum de tots els paral·lelep´ıpedes
situats sobre cadascun dels punts que formen el subconjunt. Matema`ticament es pot formalitzar
de la forma:
vol (D) =
∫
D
√
det {Ψij}
De forma similar, el volum situat sota una funcio´
f : D → R
avaluada sobre un subconjunt D de la varietat es calcula de la forma:
vol(f) =
∫
D
f · Ω
En els casos en que si existeix una aplicacio´ f entre dues varietats diferenciables M i N , si en
la varietat N es te´ un volum Ω, e´s possible importar-lo sobre M de forma similar al que es feia
amb la me`trica.
A.7.2 Aplicacio´ en robo`tica
En el cas dels robots el volum te´ intere`s com a mesura de la quantitat d’espai en la que l’element
terminal es pot ubicar. Per tant interessara` estudiar quin e´s el volum sobre SE (3) i la seva
relacio´ amb C a trave´s de la aplicacio´ cinema`tica.
Habitualment, el volum sobre SE(3) en un punt g ∈ SE(3) pren la forma:
Ωg =
√
det {Q}Lˆ1 ∧ · · · ∧ Lˆn =
√
α3β3Lˆ1 ∧ · · · ∧ Lˆn
on Q correspon a la me`trica Riemaniana introdu¨ıda anteriorment, α i β corresponen als seus
factors de ponderacio´ i ﬁnalment Lˆi so´n una base de TgSE(3). Una de les caracter´ıstiques
importants del volum sobre SE (3) e´s que es bi-invariant, es dir el volum es mante´ constant en
front a canvis en el sistema de refere`ncia de mo´n o canvis en sistema de l’objecte [Park, 1991].
En una aplicacio´ com la cinema`tica, sera` interessant determinar quin volum presenta el conjunt
de punts que so´n assolibles a trave´s d’aplicar la cinema`tica sobre els punts de l’espai de
conﬁguracions. Aquest volum es pot calcular de la forma:
vol (O) =
∫
C
Ω
on Ω correspon a la mesura de volum importada de O cap a C. En el cas aqu´ı abordat en que
dim {C} = dim {O}, i suposant que es treballa sobre SE(3), la expressio´ anterior pren la forma
[Park and Brockett, 1994, pa`g. 10]:
vol (O) = 1
deg (Kin)
∫
C
√
α3β3Kin∗Ω =
√
α3β3
1
deg (Kin)
∫
C
det {Kin∗} dθ1 ∧ · · · ∧ dθn
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on α i β so´n els coeﬁcients de ponderacio´ de la me`trica introdu¨ıts anteriorment, i deg correspon
al grau de Brouwer, que s’associa al nu´mero de solucions de la cinema`tica inversa. Si en lloc
d’avaluar el volum sobre tot l’espai de conﬁguracions s’avalua en l’interior d’una particio´ (Ci)
l’expressio´ anterior es pot reduir a la segu¨ent:
vol (O) =
∫
Im(Kin)
Ω =
√
α3β3
∫
Ci
det {Kin∗} dθ1 ∧ · · · ∧ dθn
Pels casos en que les particions o l’espai de conﬁguracions esta` deﬁnit com un paral·lelep´ıpede
de R6, aquestes integrals es poden avaluar de la forma:∫
Ci
det {Kin∗} dθ1 ∧ · · · ∧ dθn =
∫ θ1fi
θ1
ini
· · ·
∫ θnfi
θn
ini
det {Kin∗}
on θi
ini i θi
fi so´n els l´ımits del rang de la articulacio´ i. En alguns casos es pot obtenir una
expressio´ anal´ıtica del volum generat per la particio´ o espai de conﬁguracions. Aquesta expressio´
anal´ıtica esta` en funcio´ del para`metres del manipulador i s’ha utilitzat per optimitzar el disseny
de manipuladors amb la ﬁnalitat d’obtenir un espai de treball amb ma`xim volum [Park, 1991].
A.8 Manipulabilitat
Conceptualment la manipulabilitat e´s una mesura de l’habilitat per generar moviment i forces
en direccions arbitra`ries. Per tant do´na idea de les prestacions de la cinema`tica, es a dir
l’aplicacio´ entre C i O. Aixo`, tradicionalment, s’ha fet mitjanc¸ant l’estudi del valors singulars
de la aplicacio´ tangent en un punt de O o C. Inicialment, la manipulabilitat fou deﬁnida per
Yoshikawa [Yoshikawa, 1984] de la forma:
η (θ) =
√
det
{
Kin∗ (θ) [Kin∗ (θ)]T
}
= σ21 · · ·σ2n
on σi so´n els valors singulars de la matriu associada a la aplicacio´ lineal de Kin∗. Aquest valor
do´na idea de la relacio´ entre el volum d’un cub unitari en C, i el cub associat a trave´s de Kin∗
en O, en el punt avaluat.
Donat que la descomposicio´ descomposicio´ en valors singulars (SVD) implica una descomposicio´
en eixos ortonormals tan de l’espai d’entrada com el de sortida, i que σi e´s el guany associat a
cadascun dels eixos resultants, aquesta mesura do´na idea dels guany de velocitat entre l’espai
de conﬁguracions i l’element terminal. Per exemple, en les conﬁguracions singulars algun dels
valors singulars s’anul·la ja que hi ha direccions en les que l’element terminal no es pot moure,
i per tant la mesura es fa zero.
Posteriorment a aquesta deﬁnicio´ s’han proposat nombroses variacions sobre l’idea inicial
[Klein and Blaho, 1987] [Gosselin, 1990]. Aquest tipus de mesures so´n d’especial intere`s en
el cas de robot redundants ja que e´s possible trobar la conﬁguracio´ o`ptima per un punt de O
d’acord amb algun criteri predeﬁnit.
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Un altre tipus de mesures so´n les proposades per Park i Brockett [Park and Brockett, 1994],
que caracteritzen de forma global la cinema`tica a trave´s de l’estudi de la distorsio´ de volum
que aquesta implica i que pot expressar-se:
DKin =
∫
C
dKin (θ) ΩC
on d e´s la distorsio´ local, que no e´s altra cosa que la difere`ncia entre la me`trica natural Mθ de
C, , en un punt θ ∈ C i la me`trica Kin∗Qθ indu¨ıda per Kin de O cap a C, en aquest mateix
punt. Aquest concepte es formalitza de la forma:
dKin (θ) = [Mθ]
−1 (Kin∗Q)θ
aquesta mesura global es aplicable en el disseny de mecanismes [Park, 1991].
A.9 Espai de treball
L’espai de treball d’un manipulador W es deﬁneix com el conjunt d’elements de O que pot
assolir l’element terminal. Es a dir :
W = {x ∈ O | ∃ θ ∈ C | Kin (θ) = x} ⊂ O
Habitualment, l’estudi i caracteritzacio´ de l’espai de treball es realitza sobre els segu¨ents
conjunts de punts [Gupta, 1997]:
• Espai Realitzable (Reachable Workspace, Maximal Workspace):
L’Espai Realitzable e´s la projeccio´ de l’espai de treball sobre R3, o en altres paraules
el conjunt de posicions que es poden assolir en alguna orientacio´. Formalment es pot
expressar:
WR =
{
p ∈ R3 | ∃ θ ∈ C | Kin (θ) = (RKin,pKin) pKin = p
} ⊂ R3
on pKin representa la part de la cinema`tica directa corresponent a la posicio´, RKin
representa la part de cinema`tica directa relacionada amb la orientacio´.
• Espai destre (Dexterous Workspace, Primary Workspace):
L’espai destre correspon al conjunt de posicions en les que es pot arribar en qualsevol
orientacio´. Formalment es pot escriure:
WD =
{
p ∈ R3 | ∀R ∈ SO (3) Kin (θ) = (RKin,pKin) R = RKin
} ⊂ R3
El conjunt de punts que pertanyen a l’espai realitzable i no pertanyen a l’espai destre es
sol anomenar espai de treball secundari (Secondary Workspace), [Gupta, 1997].
Un altre subconjunt de l’espai de treball que s’utilitza e´s, l’espai de treball d’orientacio´ constant
(constant orientation workspace), que esta` composat per tots aquells punts de Rn que so´n
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assolibles en una orientacio´ predeterminada. Seguint aquest enfoc es deﬁneix tambe´ el Inclusive
orientation Workspace [Merlet, 2000] com el subconjunt de punts de Rn que poden assolir-se
amb una orientacio´ que pertany a un rang determinat. Igualment, el conjunt dels punts que
poden assolir totes les orientacions dins aquest rang predeterminat reben el nom de Total
orientation Workspace [Merlet, 2000].
Una altra deﬁnicio´ d’intere`s correspon al espai de treball controlable (controllably workspace),
deﬁnit com aquells subconjunts de punts de l’espai de treball que estan lliures de singularitats
[Merlet, 2000].
A.9.1 Mecanismes d’ana`lisi de l’espai de treball
La obtencio´ de l’espai de treball a partir de les caracter´ıstiques de la cadena cinema`tica no e´s
en general una tasca fa`cil. Seguidament es presenten les principals metodologies proposades
per obtenir l’espai de treball.
A.9.1.1 Generacio´ de l’espai de treball
En aquest enfoc es determina en primer lloc l’espai de treball assolible per la primera
articulacio´, que en general e´s una corba en l’espai tridimensional (un segment de recta en el cas
d’articulacions lineals, i un segment de cercle en el cas d’articulacions de rotacio´). Posteriorment
es determina la corba corresponent a l’espai de treball de la segona articulacio´. La situacio´ en
l’espai d’aquesta segona corba sera` funcio´ de la conﬁguracio´ de la primera articulacio´. Per
tant combinant totes les possibles situacions de la primera i segona articulacio´ s’obte´ una
superf´ıcie que correspon a l’espai de treball de les dues primeres articulacions. D’aquesta
forma es prosseguiria amb les segu¨ents articulacions [Gupta, 1997]. A cada pas la complexitat
del conjunt de punts obtingut va augmentant, i aixo` fa que la metodologia sigui u´nicament
aplicable, des d’un punt vista pra`ctic, a manipuladors de pocs graus de llibertat. Seguint
aquesta metodologia e´s possible estudiar i donar explicacio´ a feno`mens com l’aparicio´ de forats
en l’interior de l’espai [Gupta and Roth, 1982]. El principal avantatge del me`tode e´s que es
tracta d’un me`tode constructiu i exacte.
La combinacio´ de les corbes corresponents als espais de treball de cadascuna de les articulacions
es pot entendre com una convolucio´ d’elements de SE (3), cosa que permet, de forma natural
incloure l’estudi de la orientacio´ dins la metodologia [Chirikjian and Ebert-Uphoﬀ, 1998].
A.9.1.2 Estudi de les singularitats
Fent us del teorema de la funcio´ inversa, es pot demostrar que les fronteres de l’espai de
treball estan deﬁnides, be pels singularitats de la cinema`tica o be per l´ımits meca`nics de les
articulacions. Fent us d’aquest fet s’han desenvolupat un conjunt d’algorismes que determinen
la frontera de l’espai de treball a partir de l’estudi de les singularitats de la cinema`tica i els
rangs de treball de cadascuna de les articulacions [Haug et al., 1992] [Wang and Wu, 1993]
[Qiu et al., 1995].
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En aquests me`todes es descomposa l’espai de treball en seccions bidimensionals i, posteriorment,
per cada seccio´ es localitza una conﬁguracio´ singular o que tingui una articulacio´ en el seu valor
l´ımit, i que pertanyi a la seccio´ sota estudi. Donat que les singularitats i els l´ımits meca`nics
constitueixen corbes sobre la seccio´, aquestes es determinen mitjanc¸ant l’us d’algorismes de
continuacio´ [Allgower and Georg, 1990]. Les diferents corbes es segueixen ﬁns arribar a la
interseccio´ amb una altra corba de caracter´ıstiques similars. Els punts d’interseccio´ so´n punts
en que la aplicacio´ tangent associada a la cinema`tica te´ una pe`rdua de rang de 2 o me´s (ja
sigui degut a la cinema`tica o a un l´ımit meca`nic). En aquests punts es determinen les possibles
direccions de les corbes [Keller, 1987] i posteriorment es continuen generant les corbes. Amb
els conjunts de punts determinats i els trams de corbes que els uneixen es construeix un graf
que recull l’estructura de la seccio´ de l’espai de treball que s’esta` estudiant.
Aquest me`tode permet obtenir de forma exacta, encara que nume`rica, la frontera de l’espai de
treball en cadascuna de les seccions. A partir de l’estudi en un conjunt prou gran de seccions
es possible tenir una idea de l’espai de treball del mecanisme estudiat.
Aquesta metodologia e´s gene`rica i aplicable a qualsevol tipus de mecanisme. La principal
restriccio´ e´s el gran nu´mero de seccions que s’han de generar, especialment en el cas de tenir
en compte la orientacio´.
A.9.1.3 Discretitzacio´ l’espai de treball
Els tipus de mecanismes que es poden estudiar de forma anal´ıtica formen un conjunt molt
redu¨ıt, i per aquest motiu en moltes ocasions es planteja obtenir una representacio´ aproximada
de l’espai de treball. La aproximacio´ habitual e´s descomposar el possible espai de treball
en cel·les i posteriorment determinar si cadascuna d’elles pertany o no a l’espai de treball
del mecanisme sota estudi [Chirikjian and Ebert-Uphoﬀ, 1998] [Wenger and Chedmail, 1991].
Aquest proce´s es pot realitzar de dues maneres, una primera en que es discretitza el possible
espai de treball i posteriorment a trave´s de la cinema`tica inversa es determina si el punt pertany
o no a l’espai de treball real i una segona en la que es discretitza l’espai de conﬁguracions, i per
cada cel·la d’aquest es determina amb quina cel·la de l’espai de treball esta` relacionada a trave´s
de la cinema`tica. El primer me`tode presenta l’avantatge de que u´nicament e´s necessari un
ca`lcul per saber si un punt de l’espai pertany o no a l’espai realitzable; el principal inconvenient
e´s que resulta imprescindible tenir la cinema`tica inversa, (en cas de no disposar-se s’hauria
d’aplicar algun algorisme nume`ric per la seva obtencio´).
En el segon me`tode u´nicament e´s necessari disposar de la cinema`tica directa, el principal
inconvenient e´s com determinar una discretitzacio´ de l’espai de conﬁguracions que concordi
amb la discretitzacio´ deﬁnida per l’espai (es necessari estudiar el Jacobia` de la cinema`tica per
determinar la relacio´ de tamanys entre les cel·les en un espai i l’altre). Aquest me`tode permet
a me´s determinar el nu´mero de conﬁguracions que generen el mateix punt de l’espai, cosa de
molt intere`s en el cas robots redundants.
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Aquest enfoc presenta els inconvenients de que no e´s complert, de que en general fan falta
estructures de dades de gran tamany i complexitat per representar la informacio´, i de que
e´s computacionalment costo´s. Un avantatge que ofereix respecte els me`todes anteriorment
presentats e´s que permet tenir en compte altres limitacions com la col·lisio´ del robot amb ell
mateix o amb objectes de l’entorn.
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Ape`ndix B
Sistemes Diferencial Algebraics
En les segu¨ents seccions es presenta un recull de la teoria ba`sica de sistemes d’equacions
diferencial algebraiques (DAEs). Aquest recull inclou les deﬁnicions ba`siques, aix´ı com les
propietats fonamentals de les principals estructures de sistemes DAE.
A me´s de les formulacions anal´ıtiques es presenten, tambe´ les formulacions que permeten la
integracio´ nume`rica d’aquests sistemes amb els integradors disponibles en la actualitat.
B.1 Teoria ba`sica de DAEs
B.1.1 Deﬁnicio´
Deﬁnicio´ B.1 Un sistema DAE e´s un conjunt d’equacions diferencials que es poden formular
com :
γ (t, x˙,x,u) = 0 (B.1)
on γ : R1+2n+m → Rn, ∂γ
∂x˙
e´s singular (i.e. Rank
{
∂γ
∂x˙
}
< n), x ∈ Rn, i u ∈ Rm. u correspon a
l’entrada del sistema.
En el cas en que ∂γ
∂x˙
e´s no singular, la equacio´ diferencial (B.1) pot convertir-se formalment en
un sistema d’equacions diferencials ordina`ries.
Pel cas de sistemes DAE lineals hi ha teoria ben establerta [Brenan et al., 1989][Dai, 1989],
encara que aixo` no e´s aix´ı pel cas de sistemes no lineals gene`rics. La teoria de DAE lineals esta`
basada en la ana`lisi del pencil ∗ , l’estudi del pencil presenta tambe´ intere`s en el cas de sistemes
no lineals ja que permet fer un estudi de les caracter´ıstiques de forma local. Un estudi d’aquest
tipus e´s el que s’aplica durant el proce´s d’integracio´ nume`rica d’aquest tipus de sistemes.
En coneixement dels sistemes DAE no lineals es redueix a un conjunt de morfologies, les me´s
habituals es presenten en la Taula B.1.
∗ Per un sistema de la forma A (t) x˙ (t) + B (t)x (t) = f (t), on A (t) i B (t) so´n m × n matrius, la matriu
pencil es deﬁneix com λA (t) + B (t), on λ ∈ C.
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
lineal

semi
expl´ıcit

const.
{
y˙ (t) +B11y (t) +B12z (t) = f1 (t)
B21y (t) +B22z (t) = f2 (t)
var.
temps
{
y˙ (t) +B11 (t)y (t) +B12 (t) z (t) = f1 (t)
B21 (t)y (t) +B22 (t) z (t) = f2 (t)
impl´ıcit

const. {Ax˙ (t) +Bx (t) = f (t)
var.
temps
{A (t) x˙ (t) +B (t)x (t) = f (t)
no lineal

semi
expl´ıcit

general
{
f (t,y (t) , z (t) , y˙ (t)) = 0
0 = g (t,y (t) , z (t))
deriv.
lineal
{
y˙ (t) = f (t,y (t) , z (t))
0 = g (t,y (t) , z (t))
impl´ıcit

general {f (t, x˙ (t) ,x (t)) = 0
deriv.
lineal
{A (t,x (t)) x˙ (t) + f (t,x (t)) = 0
Taula B.1: Morfologies t´ıpiques de DAEs homogenis. x (t) = [y (t) , z (t)]T
I´ndex sistema DAE x Condicio´ det{℘} = 0
I y˙ = r (t,y,w,u)
0 = g (t,y,w,u)
[y,w]T det{ ∂g
∂wT
} = 0
II y˙ = r (t,y,w,u)
0 = g (t,y)
[y,w]T det{ ∂g
∂yT
· ∂r
∂wT
} = 0
III
y˙ = r (t,y, z,u)
z˙ = k (t,y, z,w,u)
0 = g (t,y)
[y, z,w]T det{ ∂g
∂yT
· ∂r
∂zT
· ∂k
∂wT
} = 0
Taula B.2: DAEs Homogenis semiexpl´ıcits morfologia i ı´ndex.
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B.1.2 I´ndex d’un DAE
Deﬁnicio´ B.2 L’´ındex diferencial d’un DAE e´s el nombre mı´nim de vegades que totes o part
de les equacions impl´ıcites(B.1) s’han de derivar en front del temps per obtenir x˙ com una
funcio´ continua (Ψ) de t,x,u.
Deﬁnicio´ B.3 x˙ = Ψ (t,x,u) rep el nom de ODE subjacent del DAE.
En els sistemes DAE no lineals, l’´ındex diferencial i l’ODE subjacent so´n, en general, propietats
locals.
La Taula B.2 presenta la relacio´ entre l’´ındex diferencial i la morfologia d’alguns DAE no lineals
semi expl´ıcits. Per tal d’obtenir d’ODE subjacent e´s necessari derivar la part impl´ıcita del DAE
respecte el temps diverses vegades, durant el proce´s s’ha d’invertit una matriu per tal d’obtenir
l’ODE expl´ıcit. Aquesta matriu s’anomena matriu de reduccio´ d’´ındex (℘) del DAE. Si ℘ e´s
singular, no e´s possible obtenir directament l’ODE subjacent, i s’ha de continuar derivant part
del sistema. En la Taula B.2 es presenta la condicio´ necessari per tal que ℘ sigui de rang
complert per una familia de sistemes.
Encara que l’´ındex diferencial e´s l’indicador me´s emprat per classiﬁcar el sistemes DAE. S’ha
introdu¨ıt tambe´ l’´ındex de pertorbacio´[Hairer et al., 1989]. Aquest descriu la continu¨ıtat de les
solucions x de γ (t, x˙,x,u) = δ (t) a mesura que δ (t) → 0. L’´ındex de pertorbacio´ e´s igual o
me´s gran que l’´ındex diferencial per la majoria de DAEs. En aquest treball sempre que es faci
refere`ncia a l’`ındex es fara` refere`ncia a l’`ındex diferencial.
B.1.3 Formes Cano`niques
La majoria de resultats i ana`lisis dels sistemes DAE estan relacionats amb certes formes
preestablertes. Seguidament es presenten algunes d’aquestes formes.
Deﬁnicio´ B.4 La forma de Hessenberg de tamany r d’un DAE e´s:
x˙1 = γ1 (t,x1,x2, · · · ,xr)
x˙2 = γ2 (t,x1,x2, · · · ,xr−1)
...
x˙i = γi (t,xi−1,xi, · · · ,xr−1) , 3 ≤ i ≤ r − 1
...
0 = γr (t,xr−1) (B.2)
amb x = [x1,x2, · · · ,xr]T i la matriu
(
∂γr
∂xr−1
)(
∂γr−1
∂xr−2
)
· · ·
(
∂γ2
∂x1
)(
∂γ1
∂xr
)
no singular.
Teorema B.1 [Brenan et al., 1989] Si γi (i = 1, 2, · · · , r) e´s suﬁcientment diferenciable, la
forma de Hessenbergde tamany r te´ solucio´ i ı´ndex r.
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La majoria de sistemes meca`nics, i en particular els sistemes robo`tics amb restriccions holo`nomes
es poden expressar en forma de Hessenberg de tamany 3 si la matriu (℘ =
(
∂γ3
∂x2
)(
∂γ2
∂x1
)(
∂γ1
∂x3
)
)
e´s no singular, aquest tipus de DAE tindra` ı´ndex 3.
La majoria de sistemes robo`tics amb restriccions holo`nomes presenten conﬁguracions en les que
℘ e´s singular, per tant aquest tipus de sistemes so´n d’´ındex 3, u´nicament localment.
Deﬁnicio´ B.5 La forma cano`nica Standard d’un DAE e´s:
x˙1 = γ1 (t,x1)
ζ (t,x1,x2) x˙2 = x2 + ξ (t,x1) (B.3)
on x = (x1,x2)
T .
Deﬁnicio´ B.6 La forma Triangular de tamany r d’un DAE e´s:
γ1 (t, x˙1,x1) = 0
γ2 (t, x˙1, x˙2,x1,x2) = 0
...
γr (t, x˙1, · · · , x˙r,x1, · · · ,xr) = 0 (B.4)
on x = [x1,x2, · · · ,xr]T i γi (i = 1, 2, · · · , r) e´s un ODE impl´ıcit, un DAE en forma de
Hessenberg o un DAE en forma cano`nica Standard.
Teorema B.2 [Brenan et al., 1989] La forma triangular d’un DAE sempre te´ solucio´.
B.2 Me`todes Nume`rics
B.2.1 Introduccio´
Els sistemes DAEs no so´n directament integrables mitjanc¸ant integradors tradicionals
per ODEs (ODE solvers) [Harier et al., 1991], aquests han d’e´sser integrats a trave´s
d’algorismes espec´ıﬁcs (DAE solvers) [Brenan et al., 1989]. Aquest tipus d’integradors
s’han emprat en l’estudi i resolucio´ de sistemes composats per diferents cossos amb
restriccions[Fu¨hrer and Leimkuhler, 1991] [Simeon et al., 1994].
Els integradors de DAEs existents no poden integrar qualsevol tipus de DAE. En general es
limiten a poder integrar DAEs d’un cert ı´ndex com a molt. Per tant per poder integrar DAEs
d’ordre superior s’han plantejat dues grans alternatives, la primera e´s reformular el DAE en
forma d’ODE, i la segona consisteix en reformular el DAE de tal forma que presenti un ı´ndex
amb el que els integradors de DAEs existents puguin treballar.
Una altra problema`tica en la integracio´ de DAEs e´s la determinacio´ d’un conjunt de condicions
inicials que compleixin les restriccions algebraiques, ja que la majoria d’integradors necessiten
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que les condicions inicials compleixen les restriccions. Aquest problema s’ha solucionat per
certes famı´lies de DAEs [Brown et al., 1995][Gracia and Pons, 1992] [Pantelides, 1988], pero`
e´s complex en altres en els que e´s necessari determinar-les manualment o mitjanc¸ant l’u´s
d’heur´ıstiques. Aquest problema no te´ gran relleva`ncia en el cas del sistemes meca`nics amb
restriccions, ja que habitualment les simulacions s’inicialitzen en condicions esta`tiques i per
tant u´nicament e´s necessari aplicar la cinema`tica del sistema per determinar un punt d’inici
que compleixi les restriccions.
B.2.2 Reformulacio´ com a ODE
Hi ha diferents metodologies per tal d’obtenir un ODE a partir d’un DAE. Per simpliﬁcar la
descripcio´ dels diferents procediments s’utilitzara` l’esquema habitual del sistemes meca`nics amb
restriccions per il·lustrar el procediment. Donat que els sistemes meca`nics presenten dina`miques
de segon ordre e´s possible escriure’ls de la forma:
y˙ = z (B.5)
z˙ = A−1 (y)
[
h (y, z,u) +GT (y) f
]
(B.6)
0 = g (y) (B.7)
on y e´s un vector corresponent a les posicions, z e´s un vector corresponent a les velocitats, g (y)
so´n un conjunt de restriccions holo`nomes que actuen sobre el sistema, f so´n les forces de lligam,
A e´s el tensor d’ine`rcia, h correspon a la dina`mica del sistema sense restriccions algebraiques
G (y) = ∂g(y)
∂yT
e´s la matriu de Jacobi de g (y).
Es por provar que quan ℘ = G (y)A−1 (y)GT (y) e´s no singular, el sistema presenta un forma
de Hessenberg de tamany 3, i per tant sera` d’´ındex III.
Una manera de convertir (B.5)-(B.7) en un ODE e´s emprar la transformacio´ de reduccio´
[McClamroch, 1986], que obte´ un ODE redu¨ıt (y, z). El procediment evoluciona de la segu¨ent
manera, primer la equacio´ (B.7) es deriva dues vegades en front del temps ﬁns obtenir f com
una funcio´ de (y, z). Aleshores s’obte´ el segu¨ent DAE sobredeterminat [Eich et al., 1990]:
y˙ = z (B.8)
z˙ = A−1 (y)
[
h (y, z,u) +GT (y) f
]
(B.9)
0 = g (y) (B.10)
0 = G (y) y˙ (B.11)
f = −
(
G (y)A−1 (y)G (y)T
)−1 (
G (y)A−1 (y)h (y, z,u) + G˙ (y) z
)
(B.12)
seguidament el valor de f es substitueix en (B.9), i ﬁnalment s’obte´ l’ODE redu¨ıt:
y˙ = z (B.13)
z˙ = A−1 (y) [h (y, z,u)
−GT (y) [G (y)A−1 (y)GT (y)]−1 [G (y)A−1 (y)h (y, z,u) + G˙ (y) z]] (B.14)
on les restriccions sobre el sistema estan impl´ıcites. Cal tenir en compte que aquestes expressions
so´n correctes u´nicament si la matriu de reduccio´ d’´ındex G (y)A−1 (y)GT (y) e´s no singular.
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Una altra possibilitat e´s derivar una altre cop per tal d’obtenir una expressio´ per f˙ . Aquest
nou sistema correspon al ODE subjacent de (B.5)-(B.7). Cap de les dues metodologies genera
una representacio´ en espai d’estat, ja que cap d’elles e´s una representacio´ mı´nima. Altres
metodologies poden obtenir una representacio´ en forma de vector estat a trave´s de la seleccio´
d’unes coordenades locals adients [Fu¨hrer and Leimkuhler, 1991].
En cap de les dues metodologies descrites apareixen expl´ıcitament les restriccions de posicio´.
Encara que anal´ıticament les corbes solucio´ d’aquestes reformulacions so´n ide`ntiques a les corbes
solucio´ del sistema inicial, un cop sotmeses a la discretitzacio´ temporal i quantiﬁcacio´ per a seva
integracio´ en computador poden introduir deriva nume`rica, i per tant les variables (y) poden
deixar de complir les restriccions de posicio´.
B.2.3 Reformulacio´ del DAE
El principal problema del integradors de DAEs, disponibles en la actualitat, e´s que u´nicament
poden resoldre sistemes d’´ındex II. Alguns d’aquest so´n : HEM5 [Brasey, 1994] basat en me`todes
semi expl´ıcits de cinque` ordre [Brasey, 1992]; LSODI [Hindmarsh, 1983] basat en fo´rmules de
diferenciacio´ enrera (BDF) de pas ﬁxe; i el DASSL [Brenan et al., 1989] basat en les fo´rmules
BDF en pas variable. Durant el desenvolupament del treball s’ha emprat DASSL.
Donat que els sistemes meca`nics so´n d’´ındex III, e´s necessari reduir el seu ı´ndex de forma pre`via
a integrar-los. La forma me´s directa de reduir l’´ındex d’un DAE de la forma (B.5)-(B.7) e´s
substituir la restriccio´ (B.7) per la seva derivada enfront del temps. Donat que el DAE resultant
e´s d’´ındex II, sera` directament integrable amb els integradors abans comentats. El principal
inconvenient d’aquest plantejament e´s que s’ha eliminat la restriccio´ de posicio´ i per tant pot
presentar deriva nume`rica al e´sser integrada. Una solucio´ per aquest problema e´s reintroduir les
restriccions de posicio´ amb un multiplicador de Lagrange addicional (µ). Aquest plantejament
rep el nom de formulacio´ GGL (Gear, Gupta & Leimkuhler). La formulacio´ GGL aplicada als
sistemes meca`nics (B.5)-(B.6) presenta la forma:
y˙ = z+GT (y)µ (B.15)
z˙ = A−1 (y)
[
h (y, z,u) +GT (y) f
]
(B.16)
0 = g (y) (B.17)
0 = G (y) y˙ (B.18)
Altres formulacions similars a la GGL introdueixen una derivacio´ addicional de les
restriccions, conjuntament amb un conjunt addicional de multiplicadors de Lagrange,
d’aquesta manera es facilita la feina de l’integrador. Tots aquest tipus de plantejaments
reben el nom gene`ric de formulacions d’Euler-Lagrange estabilitzades. Encara que so´n
nume`ricament robustes, la introduccio´ de equacions addicionals introdueix ineﬁcie`ncia en alguns
casos[Petzold et al., 1993].
Donat que en la formulacio´ GGL e´s necessari calcular la inversa deA (y) i aixo` e´s computacional
costos; especialment en el cas d’estar pro`xims a una singularitat. E´s habitual introduir una
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equacio´ addicional:
y˙ = z+GT (y)µ (B.19)
z˙ = w (B.20)
0 = −A (y)w + h (y, z) +GT (y) f (B.21)
0 = g (y) (B.22)
0 = G (y) y˙ (B.23)
Una metodologia diferent e´s la formulacio´ de Baumgarte [Baumgarte, 1972], aquesta substitueix
la restriccio´ per una combinacio´ lineal de la restriccio´ i les seves derivades:
0 = G (y) y˙ + αg (y) (B.24)
o
0 = G˙ (y) y˙ +G (y) y¨ + α1G (y) y˙ + α0g (y) (B.25)
on αi so´n valors constants seleccionats de forma que el polinomi en g e´s un polinomi de
Hurwitz. Aquesta reformulacio´ do´na lloc a una regularitzacio´ del DAE original, per tant ambdo´s
sistemes presenten el mateix comportament. El principal inconvenient e´s que la seleccio´ d’un
conjunt de para`metres αi adient depe`n del comportament del sistema i del pas d’integracio´
[Ascher et al., 1992].
A difere`ncia de les te`cniques de reduccio´ de l’´ındex hi ha te`cniques basades en l’aplicacio´ d’un
operador de descomposicio´ a [Yen and Petzold, 1994]. Aquesta formulacio´ aplicada a (B.5)-
(B.6) presenta la forma:
P (y) y˙ = P (y) z (B.26)
P (y) z˙ = P (y)A−1 (y) [h (y, z,u)] (B.27)
0 = g (y) (B.28)
0 = G (y) y˙ (B.29)
on
P (y) = XT − [(G (y)Y)−1 G (y)X]T YT (B.30)
X i Y so´n matrius de permutacio´ tals que
y = Xy1 +Yy2 (B.31)
on y1 i y2 so´n conjunts disjunts de les components de y. En aquest nova formulacio´ desapareixen
els multiplicadors de Lagrange, d’aquesta manera no e´s necessari recalcular-los a cada pas. La
descomposico´ en coordenades (Coordinate-Splitting (CS)) presenta avantatges substancials en
sistemes amb tende`ncia a presentar oscil·lacions d’alta frequ¨e`ncia [Yen and Petzold, 1996].
Tots els plantejaments anteriors permeten integrar DAE d’´ındex III, pero` no poden aplicar-se
quan la matriu de reduccio´ d’´ındex e´s singular. Una Formulacio´ que pot treballar en aquest
tipus de conﬁguracions [Petzold et al., 1993], e´s la que formula el sistema com un problema de
minimitzacio´:
min
f
1
2
Mc
TMc (B.32)
subject to
h4
2
fT f ≤ δ (B.33)
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on
Mc = g (y) + hG (y) y˙ +
1
2
h2G (y)h (y, z,u) +
1
2
h2G (y)B (y) f (B.34)
resolent per f s’obte´ :
f =
[
(G (y)B (y))T (G (y)B (y)) + I
]−1 [
(G (y)B (y))T G (y)h (y, z,u)
+
2
h
(G (y)B (y))T (G (y) z) +
2
h2
(G (y)B (y))T g (y)
]
(B.35)
on B (y) = A−1 (y)GT (y),  i h so´n para`metres nume`rics. Posteriorment el valor de f
es pot substituir per (B.6). Aquest nou ODE pot integrar-se encara que G (y)B (y) sigui
singular. E´s important notar que encara G (y)B (y) sigui singular o no singular, el mı´nim
sempre s’obte´ per Mc = 0. En el cas en que el sistema sigui singular el graus de llibertat
pel nucli de G (y)B (y) s’utilitzen per minimitzar la norma de f . Aquest tipus d’aproximacio´
e´s habitual en els algorismes que permeten treballar al voltant de conﬁguracions singulars
[Murphy et al., 1990].
Encara que el resultat d’aquesta metodologia e´s un ODE que pot integrar-se amb un integrador
tradicional, pertany propiament a la seccio´ anterior (seccio´ B.2.2), pero` donat que prove´ de la
regularitzacio´ Baumgarte s’ha presentat en aquesta seccio´.
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